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SUMMARY
In  t h i s  t h e s i s  r i g o r o u s  m o d e ls  f o r  s i m u l a t i n g  th e  o p e r a t i o n  o f  
m u lt i- c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  w i t h  a h y p o t h e t i c a l  
s t a r t - u p  p r o c e d u r e  a r e  d e r i v e d  and s o l v e d  by a n o v e l  
a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e .  The c o n v e n t i o n a l  b a c k w a rd  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  w h ic h  u s u a l l y  s o l v e s  t h e  model o n l y  from  
t h e  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  i s  a l s o  e x t e n d e d  t o  
i n c l u d e  th e  s o l u t i o n  from  t h e  h y p o t h e t i c a l  s t a r t - u p  c o n d i t i o n .  
Both t e c h n i q u e s  a r e  shown t o  g i v e  i d e n t i c a l  r e s u l t s .
S i m u l a t i o n  and o p t i m i s a t i o n  o f  a t e r n a r y  s y s te m  w it h  s l o p  
r e c y c l e  a r e  a n a l y s e d  by u s i n g  one o f  th e  a b o ve r i g o r o u s  m o d e ls  
and s o l u t i o n  t e c h n i q u e s .  N in e  modes o f  o p e r a t i o n  f o r  h a n d l i n g  
t h e  r e c y c l e  s l o p s  a r e  d e v e lo p e d  and a b a s i c  mode o f  o p e r a t i o n  
f o r  e v a l u a t i n g  th e  e c o n o m ic  e f f i c i e n c y  i s  d e f i n e d  a s  th e  
r e f e r e n c e .  The o b j e c t i v e  f u n c t i o n  ch o s e n  f o r  t h e  a n a l y s i s  i s  
t h e  p r o f i t  p e r  c y c l e  t im e  r a t h e r  th a n  th e  t o t a l  p r o d u c t  p e r  
c y c l e  t im e .  The r e s u l t s  o f  a n a l y s i s  show t h a t  t h e  r i g h t  
c h o i c e  o f  mode o f  o p e r a t i o n  i s  more s i g n i f i c a n t  th a n  t h e  r i g h t  
c h o i c e  o f  t h e  c o n s t a n t  r e f l u x  r a t i o  o f  t h e  o p e r a t i o n .
An e x p l i c i t  s h o r t - c u t  model f o r  e s t i m a t i n g  th e  i n s t a n t a n e o u s  
o v e r h e a d  c o m p o s i t i o n  o f  m u lt i- c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  i s  
s u c c e s s f u l l y  d e r i v e d .  The p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s h o r t - c u t  model 
i s  a c c e p t a b l y  a c c u r a t e  and o f f e r s  some a d v a n t a g e s  o f  s p e e d  
o v e r  o t h e r  p u b l i s h e d  m o d e ls .  The s h o r t - c u t  model i s  shown to  
be v e r y  p o w e r f u l  f o r  s o l v i n g  t h e  p ro b le m  o f  o p t i m a l  r e f l u x  
p r o f i l e .
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1. I n t r o d u c t i o n
1 . 1 B a c k g ro u n d
T h i s  work i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  m o d e l l i n g ,  s i m u l a t i o n  and 
o p t i m i s a t i o n  o f  m u lt i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n .  I t  was
i n s p i r e d  by th© work o f  D iw e k a r  &t al, ( 1 9 8 7 ) ,  who s t u d i e d  
o p t i m a l  r e f l u x  p o l i c y  d e t e r m i n a t i o n  f o r  m u lt i- c o m p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  c o lu m n s  u s i n g  t h e i r  own p r o p o s e d  s h o r t - c u t  co lu m n  
p e r f o r m a n c e  m o d e l,  and by th e  work o f  L uyben ( 1 9 8 8 ) on t e r n a r y  
s y s t e m s  w it h  s l o p  r e c y c l e .
D iw e k a r  &t al . ( 1 9 8 7 ) ha ve s u c c e s s f u l l y  u s e d  t h e i r  s h o r t - c u t  
model t o  s o l v e  t h e  p ro b le m  o f  o p t i m a l  r e f l u x  r a t e  p o l i c y ,  
e m p lo y in g  a " g r a d i e n t  method i n  f u n c t i o n  s p a c e "  t e c h n i q u e .  
T h e i r  s h o r t - c u t  m odel c o m p r i s e s  a s y s t e m  o f  s i m u l t a n e o u s  
e q u a t i o n s  a t t r i b u t e d  t o  H e n g s t e b e c k - G e d d e s ,  F e n s k e ,  Underwood 
and G i l l i l a n d  w h ic h  c o u l d  be s o l v e d  by t h e  N ew ton-R ap hson  
m ethod. They do n o t  d e s c r i b e  how t o  a r r a n g e  t h e  r o u t i n e  f o r  
t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  o r  w h ic h  k e y  
co m p one n ts s h o u l d  be c h o s e n  a s  t h e  b a s i s  o f  c a l c u l a t i o n .  The 
method u s e d  i n v o l v e s  th e  s o l u t i o n  o f ^  i m p l i c i t  f u n c t i o n  
( G i l l i l a n d ’ s c o r r e l a t i o n )  w h ich  ca n  l e a d  t o  c o m p u t a t i o n a l  
d i f f i c u l t i e s  i n  some c i r c u m s t a n c e s .  H ow ever, t h e y  d i d  s o l v e  
t h e i r  p ro b le m  and co m p a re d  t h e  r e s u l t s  w i t h  th e  " r i g o r o u s "  
method o f  M u rty  al * ( 1 9 8 0 ) .  The c o m p a r is o n  was s a i d  t o  be
c l o s e  t o  e a c h  o t h e r  and t h e y  c l a i m e d  t o  ha ve im p ro v e d  t h e  
c o m p u t a t io n a l  t im e  due t o  t h e i r  s h o r t - c u t  m o del. They a l s o
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t r i e d  t o  o p t i m i s e  a q u a t e r n a r y  s y s t e m  by t h e  same 
t e c h n i q u e ,  b u t  t h e  r e p o r t e d  r e s u l t s  show an anom aly where th e  
optim um y i e l d  f o r  a s y s t e m  h a v i n g  a lo w e r  number o f  t r a y s  i s  
g r e a t e r  t h a n  t h a t  f o r  a s y s t e m  h a v i n g  a h i g h e r  num ber.
L uyb en ( 1 9 8 8 ) h a s  been s t u d y i n g  an i n t e r e s t i n g  and n o v e l  
p r a c t i c a l  a s p e c t  o f  o p t i m a l  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  d e s i g n  and
o p e r a t i o n  w here s l o p  r e c y c l e  i n  a t e r n a r y  s y s t e m  i s
c o n s i d e r e d .  He p r o p o s e d  t h r e e  modes o f  o p e r a t i o n  f o r  h a n d l i n g  
s l o p  r e c y c l e  f o r  a n a l y s i s  an d  r e p o r t e d ftin  d e t a i l .  He u s e d  a
s e m i - r i g o r o u s  model in  h i s  a n a l y s i s  where t h e  h e a t  b a l a n c e  o f
t h e  s y s t e m  i s  n o t  c o n s i d e r e d .  T h e r e f o r e  h i s  p e r f o r m a n c e  
c r i t e r i o n  f o r  o p t i m i s a t i o n  i s  c o n f i n e d  t o  t h e  o v e r a l l  r a t e  o f  
p r o d u c t s  o f  s p e c i f i e d  q u a l i t y  b a s e d  on t o t a l  c y c l e  t im e .  The 
e x t e n s i o n  o f  h i s  p e r f o r m a n c e  c r i t e r i a  t o  t h e  r a t e  o f  p r o f i t  
p e r  c y c l e  t im e  n e e d s  a more r i g o r o u s  model where th e  h e a t  
b a l a n c e  o f  t h e  s y s t e m  ca n  be a c c o u n t e d  f o r .  V a r i o u s
c o m p r e h e n s iv e  r i g o r o u s  m o d e ls  h a ve  a p p e a r e d  i n  ^ 1 i t e r a t u r e  
in t e n d e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  s i m u l a t i o n .  H ow ever, t h e i r  
m ethods o f  s o l u t i o n  f o r c e  them t o  s t a r t  t h e i r  s i m u l a t i o n  from  
t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  w h ich  must be s o l v e d  
by an e x t e r n a l  r o u t i n e  b a s e d  on c o n t i n u o u s  d i s t i l l a t i o n  
m o d e ls .  T h i s  p r e v e n t s  m o d e l l i n g  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  o f  t h e  
p r o c e s s  a s  s u g g e s t e d  by Luyben ( 1 9 8 8 ) ,  so  th e  s t a r t - u p  t im e  
and e n e r g y  c o n s u m p t io n  d u r i n g  t h e  t im e  can n o t be c a l c u l a t e d .
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1.2 Objective
The o b j e c t i v e  o f  t h i s  t h e s i s  i s  d i v i d e d  i n t o  two p a r t s .  The 
f i r s t  p a r t  d e a l s  w i t h  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  a r i g o r o u s  model to  
s i m u l a t e  m u lt i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  i n c l u d i n g  t h e  
s t a r t - u p  p e r i o d s  a s  s u g g e s t e d  by Luyben ( 1 9 8 8 ) and t a k i n g  h e a t  
b a l a n c e  i n t o  a c c o u n t .  The r i g o r o u s  model i s  th e n  u s e d  t o  
s t u d y  some p r a c t i c a l  a s p e c t s  o f  o p t im a l  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
d e s i g n  and o p e r a t i o n  p a r a l l e l  t o  t h e  work o f  Luyben ( 1 8 8 8 ) ,  
n a m e ly  T e r n a r y  S yste m  w it h  S l o p  R e c y c l e .  The f o u r  modes o f  
o p e r a t i o n  s u g g e s t e d  by L uyb en  ( 1 9 8 8 ) a r e  d e v e lo p e d  f u r t h e r  and 
t h e  p e r f o r m a n c e  c r i t e r i o n  f o r  o p t i m i s a t i o n  i s  made more 
p r a c t i c a l ,  b e i n g  t h e  p r o f i t  p e r  c y c l e  t im e .  The s e c o n d  p a r t  
d e a l s  w it h  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  a s h o r t - c u t  model f o r  
m u lt i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  a s  an a l t e r n a t i v e  t o  t h e  
one s u g g e s t e d  by D iw e k a r  al. ( 1 9 8 7 ) .  The s h o r t - c u t  model 
i s  t e s t e d  by a ; ' s t u d y  on O p t im a l R e f l u x  R a t i o
D e t e r m i n a t i o n  thart o f  D iw e k a r  al. ( 1 9 8 7 ) and M u rty  &t <xl. 
( 1 9 8 0 ) and compares t h e  r e s u l t s  t o  t h e i r s .
1 . 3  A p p l i c a t i o n s
B a t c h  D i s t i l l a t i o n  r e m a in s  an im p o r t a n t  s e p a r a t i o n  t e c h n i q u e  
in  th e  m a n u f a c t u r e  o f  s m a l l ~ v o lu m e ,  h i g h - v a l u e  s p e c i a l t y  
c h e m i c a l s .  I t  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  b e in g  a b l e  to  p ro d u c e  a 
number o f  p r o d u c t s  from  a s i n g l e  co lu m n . Even th o u g h  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  consum es more e n e r g y  th&jn c o n t i n u o u s
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d i s t i l l a t i o n ,  i t  p r o v i d e s  more f l e x i b i l i t y  and i n v o l v e s  l e s s  
c a p i t a l  i n v e s t m e n t .  A s i n g l e  co lum n c a n  a l s o  h a n d le  a w ide 
r a n g e  o f  f e e d  c o m p o s i t i o n s ,  number o f  co m p o n e n ts ,  and d e g r e e s  
o f  d i f f i c u l t y  o f  s e p a r a t i o n .
B e c a u s e  o f  i t s  f l e x i b i l i t y ,  t h e r e  r e s u l t s  a l a r g e  number o f  
p a r a m e t e r s  t o  be c o n s i d e r e d  i n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  o p t i m a l  
d e s i g n  and o p e r a t i o n  o f  B a t c h  D i s t i l l a t i o n .  T h i s  work ca n  be 
u s e d  a s  a g u id e  t o  d e t e r m i n e  t h e  r i g h t  c o u r s e  o f  c h o o s i n g  th e  
e q u ip m e n t s i z e ,  and t h e  mode o f  o p e r a t i o n  w it h  r e g a r d  t o  th e  
v a r i a t i o n  o f  f e e d  c o m p o s i t i o n ,  v o l a t i l i t y ,  p r o d u c t  
s p e c i f i c a t i o n  and demand.
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2  L i t e r a t u r e  R e v ie w
2 . 1  M o d e l l i n g  o f  M u l t i - C o m p o n e n t  B a t c h  D i s t i l l a t i o n
2 . 1 . 1 I n t r o d u c t i o n
B e f o r e  r e v i e w i n g  t h e  l i t e r a t u r e  on m o d e l l i n g  and s i m u l a t i o n  o f  
m u lt i- c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
i n t r o d u c e  some n o t i o n s  a b o u t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  t e r m i n o l o g i e s  
in  t h i s  s t u d y .  B a t c h  D i s t i l l a t i o n  i s  a s e p a r a t i o n  p r o c e s s  
b a s e d  on r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  o f  th e  co m p one n ts i n  t h e  s y s t e m  
to  be s e p a r a t e d .  A m u lt i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  model 
d e a l s  w i t h  a s y s t e m  h a v i n g  more th a n  two c o m p o n e n ts ,  b u t  t h i s  
d o e s n o t  p r e c l u d e  i t  b e in g  u s e d  f o r  a b i n a r y  s y s t e m .
B a t c h  d i s t i l l a t i o n  i s  a c t u a l l y  a semi b a t c h  p r o c e s s  where t h e  
s y s te m  i s  c h a r g e d  o n c e  i n  one c y c l e  t im e  by a f r e s h  f e e d  a t  
th e  b e g i n n i n g  o f  a b a t c h ,  w h i l e  th e  p r o d u c t s  c a n  be 
c o n t i n u a l l y  w ith d r a w n  from  t h e  s y s te m  and o t h e r  f r e s h  f e e d  o r  
s l o p  r e c y c l e s  ca n  be i n t r o d u c e d  t o  t h e  s y s te m  d u r i n g  t h e  c y c l e  
t im e .  The e s s e n t i a l  t e m p o r a l  f e a t u r e s  of. t h e  c y c l e  t im e  a r e  
t h e  c h a r g i n g  p e r i o d ,  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d ,  t h e  t o p p i n g  an d  
f e e d i n g  p e r i o d .
B a t c h  d i s t i l l a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  in  a t r a y  co lum n  c o n s i s t i n g  
o f  a s t i l l  o r  r e b o i l e r ,  a number o f  t r a y s ,  a c o n d e n s e r  and 
a c c u m u la t o r  w it h  r e f l u x  s y s t e m . F o r  a s o p h i s t i c a t e d  s y s t e m  
e a ch  t r a y  ca n  be p r o v i d e d  w i t h  a f e e d  e n t r a n c e ,  a s i d e  d raw
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d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s ,  th e  s t i l l ,  t h e  t r a y s  and t h e  a c c u m u la t o r  
a r e  a l l  f i l l e d  w i t h  l i q u i d  and v a p o r  h o ld u p .  V apor f l o w s  up 
fro m  th e  s t i l l  t h r o u g h  t h e  t r a y s  t o  t h e  c o n d e n s e r  where i t  
c o n d e n s e s  t o  a l i q u i d .  The l i q u i d  t h e n  f l o w s  t o  th e  
a c c u m u l a t o r .  The l i q u i d  from  t h e  a c c u m u la t o r  ca n  be d i v i d e d  
i n t o  two p a r t s ,  one p a r t  a s  t h e  to p  p r o d u c t  and t h e  o t h e r  a s  
r e f l u x  w h ich  i s  r e t u r n e d  to  t h e  co lu m n  t h r o u g h  t h e  t o p  t r a y .  
The l i q u i d  r e f l u x  f l o w s  downward t h r o u g h  t h e  t r a y s  t o  t h e  
s t i l l ,  w h i l e  co m in g  i n t o  c o n t a c t  w it h  th e  upw ard v a p o r  f l o w .
M u lt i- c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  m o d e ls  c o n s i s t  o f  a s y s te m  
o f  d i f f e r e n t i o - a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w h ic h  d e s c r i b e s  th e  mass 
and h e a t  b a l a n c e s  o f  t h e  p r o c e s s  and t h e  v a p o r - l i q u i d
e q u i l i b r i a  i n  e a c h  t r a y .  The m o d e ls  c a n  be d i f f e r e n t i a t e d
i n t o  t h r e e  c a t e g o r i e s ,  n a m e ly  r i g o r o u s ,  sem i r i g o r o u s ,  and
s h o r t - c u t  m o del.
The e s s e n t i a l  f e a t u r e  o f  a r i g o r o u s  model i s  t h a t  i t
i n c o r p o r a t e s  c o m p le t e  mass and h e a t  a c c u m u l a t i o n  in  a l l  th e  
h o l d u p s ,  mass and h e a t  t r a n s f e r  from  t h e  s y s te m  to  th e
s u r r o u n d i n g s ,  and v a r i a t i o n  o f  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  o f  th e  
co m p one n ts w it h  t h e  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s .  A s e m i - r i g o r o u s
model i s  a s i m p l i f i c a t i o n  o f  a r i g o r o u s  model w it h  r e g a r d  t o  
t h e  ab ove e s s e n t i a l  f e a t u r e  o f  a r i g o r o u s  m o d e l. T h e re  i s  no 
r e a l  b o u n d a ry  b etw e en  a r i g o r o u s  model and a s e m i - r i g o r o u s  
m o d e l.  The r i g o r o u s  model . i s  d i r e c t e d  more to w a rd  th e  
a c c u r a c y  o f  t h e  m o d e l,  w h i l e  th e  sem i r i g o r o u s  model c o n s i d e r s
point and a heating or cooling system. During the
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more the importance of computational time.
A s h o r t - c u t  model i s  t h e  s i m p l e s t  model t o  d e s c r i b e  th e  
m a t e r i a l  b a la n c e  o f  t h e  s y s t e m  u s i n g  some e x p e r i e n c e  o r  
e x p e r i m e n t a l  c o n s i d e r a t i o n s .  I t  t r i e s  t o  a p p r o x im a t e  th e  
r e l a t i o n s h i p  between t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s it i o n  o f  th e  
l i q u i d  in  t h e  a c c u m u l a t o r  w i t h  t h a t  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  s t i l l  
w i t h o u t  i n v o l v i n g  t r a y  t o  t r a y  c a l c u l a t i o n .  T h e r e f o r e ,  s u c h  
m o d e ls  u s u a l l y  n e g l e c t  th e  h e a t  b a l a n c e ,  t h e  t r a y  and th e  
a c c u m u la t o r  h o l d u p s ,  and th e  v a r i a t i o n  o f  r e l a t i v e  
v o l a t i l i t i e s  o f  t h e  com ponent w it h  t e m p e r a t u r e  and p r e s s u r e .
2 . 1 . 2  R i g o r o u s  Model o f  M u lt i- C o m p o n e n t  B a t c h  d i s t i l l a t i o n
The f i r s t  c o m p r e h e n s iv e  model f o r  a u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  was due t o  Meadows ( 1 9 6 3 ) .  The model em p loye d  
h e a t  and m a t e r i a l  b a l a n c e s  a s  w e l l  a s  volum e b a l a n c e s  and was 
l i m i t e d  o n l y  by t h e  a s s u m p t io n  o f  i d e a l  t r a y s ,  c o n s t a n t  volum e 
t r a y  and a c c u m u la t o r  h o l d u p ,  a d i a b a t i c  o p e r a t i o n ,  and 
n e g l i g i b l e  v a p o r  h o ld u p .  He s o l v e d  t h e  model u s i n g  f i n i t e  
d i f f e r e n c e  method s t a r t i n g  from  th e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  r e f l u x  
c o n d i t i o n .  I t  was fo u n d  t h a t  th e  u se  o f +  f i n i t e - d i f f e r e n c e  
method f o r  s o l v i n g  t h e  model l e a d s  to  i n s t a b i l i t y  i f  to o  l a r g e  
a s t e p  s i z e  i s  u s e d ,  h e n c e  h ig h  c o m p u t a t io n a l  t im e s  were 
r e q u i r e d .  He s u g g e s t e d  t h e  f u t u r e  work t o  d e v e lo p  a more 
r e f i n e d  method f o r  i n c r e a s i n g  th e  sp e e d  o f  t h e  c a l c u l a t i o n .  
He a l s o  recommended t o  d e v e l o p  a s t a r t - u p  p r o c e d u r e  t o  a l l o w  
f o r  c a l c u l a t i n g  h e a t  and t im e  r e q u i r e m e n t s  from  t h e  p o i n t  o f
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first application of heat to the still.
D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 b) d e v o t e d  h i s  s t u d y  m a in ly  t o  an a n a l y s i s  o f  
v a r i o u s  m ethods o f  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  c o m p r i s i n g  a c o m p r e h e n s iv e  m a t h e m a t ic a l  model o f  
m u lt i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n .  He u s e d  t h e  same 
a s s u m p t io n s  a s  Meadows i n  h i s  model and s t a r t e d  th e  s o l u t i o n  
from  t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n .  
M e a d o w s - D is t e f a n o  Model ca n  be d e s c r i b e d  a s  f o l l o w s .  F o r  th e  
c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s y s t e m ,  th e  t o t a l  mass b a l a n c e ,  th e  
com ponent b a l a n c e  and h e a t  b a l a n c e  a r e  r e s p e c t i v e l y
L = R D ( 1 )o
dM
°  = V -  L -  D = V -  D ( R + l )  ( 2 )d t  £ 1 4
d M Xv
8-2  = V Yl  -  D ( R + l )  X1,d t  4 4 O
d t  n+1 n-1 n n
d H X 1n n
( 3 )
d M h
°  °  = V H ,  -  D ( R + l )  h -  Q ( 4 )d t  1 4  o c
F o r  an a r b i t r a r y  t r a y  number n , t h e y  a r e  r e s p e c t i v e l y
dM
n = V + L — V - L  ( 5 )
= V Yl  + X. X1 -  V Yl  -  L X 1 ( 6)dt  n+4 rH-! n-4  n-1  n n n n
d H h
n n = V H . + h h -  V H -  L h ( 7 )d t  n+i n+l n-1 n-4  n n n n
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An a n a l o g o u s  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  r e b o i l e r  r e s u l t s  i n  t h e  
e q u a t i o n s
dH
N+* -  L -  V „ ( 8 )d t  N N+i
d M X..1
N+1 N+A = L XL -  V Y* ( 9 )d t  N M N+i N+A
d H h
N + i  N+i ™ » „  „  . _ . ...L h „  -  V H + Q ( 1 0 )d t  N N N+i N+i
The s o l a r  h o l d u p s  o f  l i q u i d  i n  th e  t r a y s ,  t h e  s t i l l  and t h e  
a c c u m u l a t o r  a r e  f o r m u l a t e d  by
II = G p  ( 1 1 )n n n
The l i q u i d  m o la r  d e n s i t y  i s  a f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  
p r e s s u r e  and c o m p o s i t i o n  ?
p  = f ( X , T ,P  ) ( 1 2 )n r> n r>
The u l t i m a t e  s u c c e s s  o f  a n y  d i s t i l l a t i o n  model d ep e n d s upon 
t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p  
e m p lo y e d . The most commonly u s e d  f o r a  o f  t h i s  r e l a t i o n s h i p  
f o r  m u lt i - c o m p o n e n t  m i x t u r e s  i s
Yv = K ta 1, ( 1 3 )n n n
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The e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  a s  a f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e ,  
p r e s s u r e ,  and c o m p o s i t i o n  i s  g i v e n  by
K*" =  f l < T * .  T  , p  ) ( 1 4 )
The v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p  s h o u l d  s a t i s f y  th e  
b u b b le  p o i n t  c a l c u l a t i o n  a s  f o l l o w s
MC
The e n t h a l p i e s  o f  l i q u i d  an d  v a p o r  a r e  e a c h  f o r m u l a t e d  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  and c o m p o s i t i o n  r e s p e c t i v e l y
h = f  ( T ,  T ) ( 1 6 )n n n
H = f ( y \  T  ) ( 1 7 )n n n
D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  s o l v e d  t h e  a b o ve model by e m p lo y in g  a 
b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  t o  a p p r o x im a t e  t h e  d e r i v a t i v e s  
o f  l i q u i d  m o la r  h o ld u p s  and l i q u i d  e n t h a l p i e s  from  p a s t  s t o r e d  
v a l u e s .  T h i s  c a n  be f o r m u l a t e d  by
dM
*  6 ( 1 8 )d t  I n
dh
*  <5 h ( 10)d t  t n
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T h i s  t e c h n i q u e  i s  r e a s o n a b l e  o n l y  i f  th© s o l u t i o n  s t a r t s  from  
t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  w here th© i n i t i a l  
v a l u e s  o f  t h o s e  d e r i v a t i v e s  a r e  p r a c t i c a l l y  z e r o .  The 
e x t e n s i o n  o f  t h i s  t e c h n i q u e  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  a s t a r t - u p  
p r o c e d u r e  i s  i n h i b i t e d  by t h e  unknown i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h o s e  
d e r i v a t i v e s .
The u s e  o f  t h e  a b o v e  a p p r o x im a t e  d e r i v a t i v e s  w i l l  r e d u c e  th e  
number o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  model by t r a n s f o r m i n g  
t h e  mass and h e a t  b a l a n c e  e q u a t i o n  i n t o  a s y s t e m  o f  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n s .  T h e se  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  w i l l  g i v e  t h e  s o l u t i o n  
f o r  t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d  f lo w  o f  th e  s y s t e m . The 
c o m p u t a t i o n a l  t im e  d e p e n d s  on t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  b u b b le  p o i n t  
c a l c u l a t i o n  w h ic h  must be s o l v e d  by an i t e r a t i v e  t e c h n i q u e .  
D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  b u b b le  p o i n t  c a l c u l a t i o n  
n eed  be p e r f o r m e d  o n l y  a t  t h e  end o f  an i n t e g r a t i o n  s t e p  
t o g e t h e r  w it h  t h e  u p d a t i n g  o f  th e  a p p r o x im a t e  d e r i v a t i v e s ,  and 
t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d  f l o w .
D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  method o f  s o l u t i o n  h a s  been t e s t e d  
e x p e r i m e n t a l l y  by S t e w a r t  ot a l .  ( 1 9 7 3 ) who p r o v e d  t h a t  th e  
e x p e r i m e n t a l  and t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  were in  good
a g re e m e n t.  T h e r e f o r e ,  D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  method c a n  be u s e d  a 
c o m p a r is o n  f o r  a n y  f u r t h e r  d e v e lo p m e n t o f  t h e  method o f  
s o l u t i o n .
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The w o rk  o f  D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  was p o p u l a r l y  f o l l o w e d  by  B o s to n  
e t  a l .  ( 1 9 8 1 )  who d e v e l o p e d  an adva nced  s y s te m  known as
BATCHFRAC model f o r  t h e  s i m u l a t i o n  o f  B a tc h  D i s t i l l a t i o n  
o p e r a t i o n s .  They e n h anc ed  D i s t e f a n o ' s  (1968 a )  model by
i n t r o d u c i n g  m u l t i p l e  f e e d  and  s i d e  p r o d u c t  s t r e a m s .  T he re  
were  no im p ro v e m e n ts  t o  t h e  method o f  s o l u t i o n ,  and t h e
s t a r t - u p  p r o c e d u r e  r e m a in e d  u n t o u c h e d .
Guy (1 9 8 3 )  d e v e lo p e d  a s i m i l a r l y  c o m p le t e  model t o  t h a t  o f  
B o s to n  et  al .  ( 1 9 8 1 ) .  He u s e d  t h e  c o n c e p t s  o f  c o n s t a n t  l i q u i d  
m o la r  h o l d u p ,  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  and r e a l  t r a y  h y d r a u l i c s  
as v a r i a t i o n s  t o  t h e  c o n s t a n t  l i q u i d  vo lum e h o ld u p  a s s u m p t i o n .  
He a l s o  i n t r o d u c e d  a M u rp h re e  t r a y  e f f i c i e n c y  i n s t e a d  o f  t h e  
a s s u m p t io n  o f  i d e a l  t r a y s .
The t o t a l  mass b a l a n c e ,  t h e  com ponen t  b a l a n c e  and h e a t  b a l a n c e  
f o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s y s te m  and f o r  t h e  r e b o i l e r  
s y s te m  a r e  p r a c t i c a l l y  t h e  same as t h a t  o f  M e a d o w s - D is t e f a n o  
M o d e l .  Th© b a la n c e s  a r o u n d  t r a y  number n a r e  r e s p e c t i v e l y
dM
t t  = V + L -  V -  L + F -  D -  D (2 0 )d t  n+A n -1  n n n in  vn
d M X1,n n- j - ------  = V Yl  +L X -< L  +D. )X l - ( V  +D )Y l +F X 1d t  n + l n+A n-A n-A n In n n vn  n n Fn
d H h n n
d t  n+A n + l n-A n-A n In n n vn  n n Fn
(21)
= V H +L h - < L  +D, )h - ( V  +D )H +F h (2 2 )
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The i n s t a n t a n e o u s ^ c h a n g e  o f  l i q u i d  f l o w  i s  f o r m u l a t e d  by  
i n t r o d u c i n g  a H y d r a u l i c  Time C o n s t a n t
dL
_ . y +L -V  - L  +F ~D, - »  ( 2 3 )d t  T 1 n+ i n - i  n n n In vn
n
To s i m u l a t e  a r e a l  t r a y  i n s t e a d  o f  an i d e a l  t r a y ,  he
i n t r o d u c e d  a H u rp h re e  t r a y  e f f i c i e n c y  o f  t h e  fo rm
Yl = Yi  + M  (  Yl *  -  Y \  1 ( 2 4 )
n n + i n |_ n n+i J
where
Yl *  = K1 x l  ( 2 5 )
The G uy ’ s ( 1 9 8 3 )  e q u a t i o n  f o r  t r a y  h y d r a u l i c  w h ic h  r e l a t e s  t h e  
l i q u i d  v o lum e  h o l d u p s  w i t h  t h e  o u t l e t  l i q u i d  f l o w  i s  
c o m p l i c a t e d l y  f o r m u l a t e d .  I t  i s  beyond  t h e  scope  o f  t h i s
r e v i e w  t o  w r i t e  a l l  o f  t h e  f o r m u l a t i o n s .  However,  t h e
e q u a t i o n  can b© s u m m a r ised  t o  have th© f o rm  as f o l l o w s
G = f (  L , pm , p , c o e f f i c i e n t s  ) ( 2 6 )n n I*- V
H i s  method o f  s o l u t i o n  f o r  an i d e a l  t r a y  sy s tem  seems
u n r e a s o n a b l e  when he assumes a c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  f o r  h i s  
s i m p l i f i c a t i o n ,  m a k in g  t h e  E .H .S  o f  e q u a t i o n  ( 2 3 )  m e a n i n g l e s s .  
V apo r  f l o w r a r e  f o r m u l a t e d  f r o m  h e a t  b a l a n c e  e q u a t i o n s  by 
n e g l e c t i n g  t h e  e n t h a l p y  a c c u m u l a t i o n .  T h i s  i s  a t  v a r i a n c e  
w i t h  t h e  e s s e n t i a l  n a t u r e  o f  h i s  r i g o r o u s  m o d e l ,  t h o u g h  i t  
w i l l  r e d u c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  t i m e .  The p ro b le m  o f
computational time due to the bubble point calculation remains
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u n s o l v e d .  I t  i s  n o t  c l e a r  w h e th e r  h i s  method o f  s o l u t i o n  can 
be e x t e n d e d  t o  h a n d l i n g  a s t a r t - u p  p r o c e d u r e .
2 . 1 . 3  S e m i ^ R ig o r o u s  Model Of M u l t i - C o m p o n e n t  B a tc h  D i s t i l l a t i o n
An exam p le  o f  a s e m i - r i g o r o u s  model o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  was s u g g e s t e d  by Luyben ( 1 9 7 1 ) .  H i s  model was
based  on th©  a s s u m p t i o n  o f  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s ,
c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p s  i n  t h e  t r a y s
and i n  t h e  a c c u m u l a t o r ,  and c o n s t a n t  v a p o r  f l o w  w i t h  f l a t
p r o f i l e s ,  and  n e g l e c t e d  t h e  h e a t  b a l a n c e .
The com ponen t  b a l a n c e  i n  th© a c c u m u l a t o r ,  t r a y  number n and 
t h e  s t i l l ,  and  t h e  t o t a l  mass b a la n c e  i n  t h e  s t i l l  a r e  g i v e n
by
L = L = L . . .  “  L ? V = V = V . . .  = V ( 1)0  4 N 4 2 N+fi
dX* i i
H    = V < Y* -  X* >o  d t  a o (2)
Hn
dX i
T T V ( Yl -  Yl  ) -  I. ( Kl  - X 1r>+4 v> n n-4 ( 3 )
Ml X1
— 1 = L X1 -  V Yl  ( 4 )d t  N N-f-4
dM
“ T U 1 ~ V "  L (5)
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The e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p  i s  a p p r o x i m a t e d  by  t h e  c o n c e p t  o f  
c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  c o m p o n e n ts .
Yl =r»
«. xlv n
NC
i = l
(6)
Luyben (1 9 7 1 )  had t r i e d  a s i m p l e  p r o c e d u r e  t o  s i m u l a t e  t h e  
s t a r t - p e r i o d .  A l l  t h e  h o l d u p s  ar© i n i t i a l l y  c h a r g e d  w i t h  
l i q u i d  o f  t h e  same c o m p o s i t i o n .  I t  i s  n o t  c l e a r  how t o  do i t  
i n  p r a c t i c e .  P r e s u m a b ly  i t  can be done by c h a r g i n g  t h e  l i q u i d  
f r o m  t h e  a c c u m u l a t o r  down t o  t h e  s t i l l .  He a l s o  s u g g e s te d  
a n o t h e r  a l t e r n a t i v e  t h a t  t h e  s y s te m  can be assumed t o  have a l l  
t h e  t r a y  h o ld u p s  i n i t i a l l y  f i l l e d  w i t h  l i q u i d  h a v i n g  t h e  
c o m p o s i t i o n  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i q u i d  
i n  t h e  s t i l l .
Domenech and E n j a l b e r t  ( 1 9 8 0 )  made a s l i g h t  m o d i f i c a t i o n  t o  
t h e  model o f  Luyben ( 1 9 7 1 ) .  They s t i l l  i n t r o d u c e d  t h e  
v a r i a t i o n  o f  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  o f  t h e  com pon en ts  w i t h  
t e m p e r a t u r e  and p r e s s u r e .  I t  was s t a t e d  t h a t  a s u b - p r o g r a m  i s  
needed t o  s t a r t  t h e  s o l u t i o n  f ro m  t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  
r e f l u x  c o n d i t i o n .  H o w eve r ,  i t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  s t a r t  th© 
s o l u t i o n  on t h e  b a s i s  o f  t e m p e r a t u r e  and c o n c e n t r a t i o n  
p r o f i l e s  s u p p l i e d  as  d a t a .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e i r  model can 
be used  t o  s i m u l a t e  a s i m i l a r  s t a r t - u p  p r o c e d u r e  t o  t h a t  
s u g g e s te d  by L u y b e n ( 1 9 7 1 ) .  They s o l v e d  t h e i r  model u s i n g
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R u n g e - K u t t a - M e r s o n  w i t h  v a r i a b l e  s t e p  s i z e .
G a l i n d e z  and F r e d e n s l u n d  ( 1 9 8 7 )  s o l v e d  t h e  above  model u s i n g  
t h e i r  q u a s i - s t e a d y  s t a t ©  a p p r o a c h .  The u n s t e a d y  s t a t e  p r o c e s s  
o f  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  i s  s i m u l a t e d  as a s u c c e s s i o n  o f  s h o r t  
p e r i o d s  o f  t i m e  i n  w h ic h  c o n t i n u o u s  d i s t i 1 l a t i o n y  a r e  c a r r i e d  
o u t .  They were a b l e  t o  s i m u l a t e  t h e  s t a r t - u p  p r o c e d u r e  as 
s u g g e s te d  by Luyben ( 1 9 7 1 ) .
Domenech and E n j a l b e r t  ( 1 9 7 8 )  p r e s e n t e d  t h e  common semi 
r i g o r o u s  m o d e l ,  n a m e ly  a model w i t h o u t  h o l d u p .  A l l  t h e  t r a y  
h o l d u p s  and t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p s  a r e  n e g l e c t e d .  The model 
i s  composed o f  an o v e r a l l  mass b a la n c e  and t h e  component  
b a l a n c e  e q u a t i o n .
dM
N+A
d t  R + 1
dX* y V X1 -  X 1
N+A O N+A
(7)
d t  R + 1 H
N+A
(8)
The i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  
a c c u m u l a t o r  a r e  o b t a i n e d  by  s o l v i n g  a s y s te m  o f  n o n - l i n e a r  
e q u a t i o n ^
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Y = K' X1 =n
i  ~ 
n s
NC
& , 
O,
K
R
C= 1
xl +n-i
NC
N
T T T
- 1 = 0
(9)
2 . 1 . 4  S h o r t - C u t  Model Of M u l t i - C o m p o n e n t  B a tc h  D i s t i l l a t i o n
The g e n e r a l  f o rm  o f  t o t a l  mass b a l a n c e  and t h e  com ponen t  
b a l a n c e  f o r  a s h o r t - c u t  model  a r e  as f o l l o w s
dB
d t  ~ R + 1 Cl)
d t  R + 1 B s dC x‘ - x] ) (2)
where
x; = n  x_ , s » h , ca , c o n s t s  f ( 3 )
The o l d e s t  s h o r t - c u t  mode l f o r  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  i s  p e r h a p s  due t o  Chao Kwang-Chu ( 1 9 5 4 ) .  The 
s u g g e s te d  s h o r t - c u t  model  i s  a m o d i f i c a t i o n  o f  Brown and 
S o u d e rs *  ( 1 9 3 3 )  a b s o r p t i o n  f a c t o r  m e thod ,  o r i g i n a l l y  a p p l i e d  
t o  c o n t i n u o u s  d i s t i l l a t i o n .  The a b s o r p t i o n  f a c t o r  f o r  each 
com ponen t  i s  f o r m u l a t e d  as
Kl  V
S j  =  ta   = Kr os. ( R + 1 ) ( 4 )F I) a t
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A d i r e c t  r e l a t i o n s h i p  be tw e en  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  
t h e  s t i l l  and t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  
t h e  a c c u m u l a t o r  i s  g i v e n  by
(5 )
where
k
i (6)
The sum m a t ion  o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s i t i o n  o f  th© l i q u i d  
i n  t h e  a c c u m u l a t o r  as c a l c u l a t e d  by  e q u a t i o n  ( 2 ) w i l l  u s u a l l y  
n o t  e q u a l  t o  u n i t y .  He s u g g e s te d  t h a t  t h e  c o m p o s i t i o n  has  t o  
be n o r m a l i s e d .  T h e re  i s  no s u g g e s t i o n  as how t o  choose  t h e  
t e m p e r a t u r e  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t s  
used  i n  t h e  m ode l .
By a s s u m in g  c o n s t a n t  r e f l u x  c o n d i t i o n ,  Chao Kwang-Chu (1 9 5 4 )  
i n t e g r a t e d  t h e  mass b a l a n c e  o f  t h e  s y s t e m ,  w h ic h  r e s u l t e d  i n  a 
d i r e c t  r e l a t i o n s h i p  be tw e en  t h e  amount o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  
s t i l l  and i t s  c o m p o s i t i o n s
Domenech and  E n j a l b e r t  ( 1 9 7 8 )  p r e s e n t e d  a n o t h e r  s h o r t - c u t  
m o d e l .  I t  was s t a t e d  t h a t  t h e  r e f e r e n c e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t
( 7 )
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v a r i e s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t r a y  number by  t h e i r  e m p i r i c a l  
f o r m u l a  as  f o l l o w s
K  = Kb b‘n+N+A (8)
The r e l a t i o n s h i p  be tw e en  t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
l i q u i d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  and t h a t  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  s t i l l  
i s  c a l c u l a t e d  by
f l ( b )
X* =  r----- (9 )D v., .g ( b )
Where
and
N  f K r c*
gi ( b )  = K + 1 + Y *  I  “ A  | b- <N<N+1>-n<" -1 » ''2 ( 1 1 )
n=A ^
W h i le
u = T T T  (12)
The p a r a m e t e r  b i n  t h e  f o r m u l a  i s  d e t e r m i n e d  by  summing up t h e  
a l l  t h e  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  and 
e q u a l i s e  t h e  sum m at ion  t o  u n i t y .
NC MG
- S S - - 1L =A V=A
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The l a t t e r  e q u a t i o n  must  be s o l v e d  by  an i t e r a t i v e  me thod ,  and 
t h e r e f o r e  makes t h e i r  s h o r t - c u t  model n o t  a s t r a i g h t - f o r w a r d  
f o r m u l a .
D iw e k a r  and M&dhavan ( 1 9 8 6 )  s u g g e s te d  t h e i r  s h o r t - c u t  model 
w h ic h  i s  based  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  ^ b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
can be c o n s i d e r e d  as  c o n t i n u o u s  d i s t i l l a t i o n  w i t h  
c h a n g in g  f e e d .  T h a t  i s ,  f o r  a s m a l l  i n t e r v a l  o f  t im e  t h e  
b a t c h  co lum n  b e h a v i o u r  i s  a n a lo g o u s  t o  a c o n t i n u o u s  c o lu m n .  
As such  t h e y  d e r i v e d  t h e i r  model  f r o m  t h e  most  w i d e l y  used 
s h o r t - c u t  model  f o r  c o n t i n u o u s  d i s t i 1 l a t i o n .  The e q u a t i o n s  
used  i n  t h e  p r o p o s e d  s h o r t - c u t  model a r e  j H e n g s te b e c k - G e d d e s 9 
e q u a t i o n
w h ic h  can be r e l a t e d  t o  t h e  F e n s k e ’ s e q u a t i o n ,
Ik ,-hk
I n
(1 5 )min
ln ?ih
U n d e rw o o d ’ s e q u a t i o n s
i =4
0 ( 16)
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a.X*
Z  * n   ta — ? ( l ? )
Ot^  <P W « /
G illiland’s equation,
1 -  e x p ( 1 + 5 4 . 4 X M X - 1 )
( 1 1 + 1 1 7 . 2X>
( 18)
i n  w h ic h
N
X + 1 and Y =
N .
min
N + 1 ( 18)
and
NC
I%,= t K  = 1
( 1 9 )
They  a p p a r e n t l y  t r e a t e d  t h e  above s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  by 
r e d u c i n g  them t o  a one d i m e n s i o n a l  s e a r c h  i n  C& w h ic h  t h e y  
s o l v e d  u s i n g  N e w to n -R & p h s o n ’ s me thod .  T h i s  f a c t  o f  s e a r c h i n g  
i n  C* may r e s u l t  i n  t h e  v a l u e  o f  X and Y as c a l c u l a t e d  by 
e q u a t i o n  ( 1 8 )  r u n n i n g  o u t  o f  ra n g e  d u r i n g  t h e  s e a r c h ,  and 
t h e r e f o r e  t h e  s e a r c h  w i l l  f a i l .  However ,  t h e y  d i d  n o t  g i v e  
e x p l i c i t  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  s o l u t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  They d i d  
n o t  g i v e  d e t a i l  as  how t o  c h o o s e  t h e  l i g h t  k e y  and t h e  h ea vy  
k e y  r e f e r e n c e s  o f  com ponen t  used  i n  e q u a t i o n  ( 1 5 )  and as t o  
w h e th e r  t h e  r e f e r e n c e s  can  change d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  
d i s t i 1 l a t i o n .
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2,2 Optimisation of Multi Component Batch Distillation
2 . 2 . 1  I n t r o d u c t i o n
Works on t h e  o p t i m i s a t i o n  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h
d i s t i l l a t i o n  can be d i v i d e d  i n t o  two  main s t r e a m s .  The f i r s t  
s t r e a m  t r e a t s  t h e  o p t i m i s a t i o n  p r o b le m  as a c o n t r o l  p r o b le m  o r  
v a r i a t i o n a l  p r o b l e m .  W h i l e  t h e  s ec on d  s t r e a m  t r e a t s  i t  as  a 
d e s i g n  and o p e r a t i o n  p r o b le m  o r  n o n - l i n e a r  p ro g ra m m in g
p r o b le m .
C o n t r o l  p r o b le m s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  a r e  
m a i n l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  o p t i m a l  r e f l u x  
p r o f i l e  f o r  t h e  o p e r a t i o n  o f  an e x i s t i n g  c o lu m n .  I n  most
c a s e s  t h e  o b j e c t i v e s  c o n s i d e r e d  a r e  o f  two t y p e s .  The f i r s t  
one i s  t o  m i n i m i s e  t h e  t i n e  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a g i v e n  amount  
o f  p r o d u c t  o f  a g i v e n  c o m p o s i t i o n .  Th© s ec on d  on© i s  t o  
m a x im is e  t h e  amount  o f  p r o d u c t  o f  a g i v e n  c o m p o s i t i o n  d u r i n g  a 
s p e c i f i e d  t i m e .  T h i s  p r o b le m  i s  a l s o  known as t h e  "maximum 
D i s t i l l a t e  P r o b l e m " .
D e s ig n  and o p e r a t i o n  p r o b le m s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h
d i s t i l l a t i o n  d e a l  w i t h  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  o p t i m a l  c o lum n  
s i z e s  and w i d e r  a s p e c t s  o f  modes o f  o p e r a t i o n  t h a n  s i m p l e  
r e f l u x  c o n t r o l .  The co lum n  d e s i g n  p a r a m e t e r s  c o n s i s t  o f  
number o f  t r a y s ,  s t i l l  h o l d u p ,  t r a y  h o l d u p s ,  a c c u m u l a t o r  
h o l d u p ,  b o i l e r  and c o n d e n s e r  h e a t  t r a n s f e r  a r e a s .  Modes o f
o p e r a t i o n  p e r t a i n  t o  how a co lum n  i s  o p e r a t e d  t o  a c h i e v e  t h e
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d e s i r e d  p r o d u c t s .  The p e r f o r m a n c e  c r i t e r i a  f o r  o p t i m i s a t i o n  
a r e  u s u a l l y  some f o r m u l a t i o n  o f  t o t a l  c a p a c i t y  o r  p r o f i t  p e r  
c y c l e  t i m e .
2 . 2 . 2  C o n t r o l  P r o b le m  o f  M u l t i - C o m p o n e n t  B a tc h  D i s t i l l a t i o n
Works on t h e  c o n t r o l  p r o b le m s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h
d i s t i l l a t i o n  had been r e v i e w e d  by  R i p p i n  ( 1 9 8 2 ) .  I t  was 
s t a t e d  t h a t  r e p o r t s  on t h e  use o f  o p t i m a l  r e f l u x  p r o f i l e s  i n  
b a t c h  d i s t i l l a t i o n  began  f r o m  t h e  wo rk  o f  C o n v e rs e  and G ross  
( 1 9 8 3 ) .  The s y s te m s  g e n e r a l l y  s t u d i e d  a r e  b i n a r y  w i t h
c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y .  T e r n a r y  s y s te m s  have  been 
d i s c u s s e d  by R o b in s o n  ( 1 9 8 9 ) ,  and by  Mayur and J a c k s o n  ( 1 9 7 1 ) .  
E g l y  e t  a l . ( 1 9 7 9 )  r e p o r t e d  a s t u d y  o f  cv m u l t i - c o m p o n e n t
s y s te m  b u t  no d e t a i l  were  g i v e n .  R o b in s o n  ( 1 9 7 0 )  d i s c u s s e d  a 
t e n  com ponent  m i x t u r e  w i t h  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  b u t  
f o r  some o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  i t  i s  t r e a t e d  as an e f f e c t i v e  
b i n a r y .  The number  o f  t r a y s  c o n s i d e r e d  i s  g e n e r a l l y ,  s m a l l - u p  
t o  8 , w i t h  3 and 5 b e i n g  common v a l u e s .  E x c e p t i o n s  a r e  
P r i c e ( 1 9 6 7 ) ;  12 t r a y s ,  R o b in s o n  ( 1 9 7 0 ) ;  30 t r a y s ,  and  E g l y
(1 9 7 9 )  who c l a i m e d  a c a p a b i l i t y  o f  h a n d l i n g  up t o  100 t r a y s .
The e f f e c t  o f  h o l d u p  i s  g e n e r a l l y  n o t  t r e a t e d  a l t h o u g h  i t
a c k n o w le d g e d  t o  be i m p o r t a n t .  C o nv e rs e  and Huber  ( 1 9 6 5 )  
a t t e m p t e d  t o  a c c o u n t  f o r  i t ,  R o b in s on  (19 6 9 )  d i s c u s s e d  a case  
w i t h  an a c c u m u l a t o r  h o l d u p  t o  10  % o f  t h e  r e b o i l e r  c h a r g e .  
Mayur and J a c k s o n  ( 1 9 7 0 )  t r e a t e d  a t h r e e  t r a y  co lum n  w i t h  each 
t r a y  h o l d u p  e q u a l  t o  5% t h e  r e b o i l e r  c h a r g e .  M u r t y  e£ al.
(1 9 8 0 )  d e v o te d  t h e i r  s t u d y  t o  c o m p a r in g  v a r i o u s  m ethods  o f
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solution for the maximum distillate problem.
A l l  t h e  above w o rk s  e m p lo y e d  semi r i g o r o u s  m ode ls  t o  a n a l y s e  
t h e i r  p r o b le m s .  D iw e k a r  e t  cxl. ( 1 9 8 7 )  c l a i m e d  t h a t  t h e  use o f  
semi r i g o r o u s  method  demands much memory and c o m p u t a t i o n a l  
t i m e ,  and t h e r e f o r e  t h e y  used  t h e i r  s h o r t - c u t  model i n  t h e i r  
a n a l y s i s .  They s o l v e d  t h e  maximum d i s t i l l a t e  p ro b le m  as an 
e x a m p le ,  and t h e y  com pared  t h e  r e s u l t s  o f  t h e i r  work  w i t h  t h a t  
o f  M u r t y  e£ al .  ( 1 9 8 0 ) .  The maximum d i s t i l l a t e  p ro b le m  w h ic h  
t h e y  s t u d i e d  can be w r i t t e n  as ;
s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t  o f  s t a t e  e q u a t i o n s  :
dB “  V ; B ( 0 ) = ( 2 )d t  R -f 1 ©
dX« i u ■
C X j  — X l  ) I X ta 0 )  = X^ ( 3 )d t  R + 1 B  b d ’ b bo
x ;  = t ' [ X  * K * N , “a * ,  c o n s t s  J
and an i s o p e r i m e t r i c  c o n s t r a i n t  o f  p r o d u c t  p u r i t y
( 4 )
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D iw e k a r  «•£ a l .  ( 1 9 8 7 ) .  c l a i m e d  t o  have  r e d u c e d  t h e  
d i m e n s i o n a l i t y  o f  e q u a t i o n  ( 3 )  by c h o o s i n g  com ponen t  one as a 
r e f e r e n c e  and r e l a t i n g  any  o t h e r  com pon en t  i  t o  t h e  r e f e r e n c e  
c om pon en t .  T h i s  can  be f o r m u l a t e d  by
dX l  dX 1
( X v - X U  (X4 -  X1 ) 80 F» e » b
Howeve r ,  t h i s  a rg u m e n t  t o  r e d u c e  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e
s t a t e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  seems i n c o m p l e t e ,  because  i t  c o u l d
be e x t e n d e d  t o  t h e  s t i l l  h o l d u p  B i n  e q u a t i o n  ( 2 ) ,  t h u s
r e d u c i n g  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  t o  one .
rfR dXidB “  (7)B (X*  -  X‘ >D B
They used  t h e i r  s h o r t - c u t  m ode l  f o r  e q u a t i o n  ( 4 )  and c o m b in e d  
t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  J  w i t h  t h e  i s o p e r i m e t r i c  c o n s t r a i n t  i n  
e q u a t i o n  ( 5 )  t o  an augm en ted  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  They d i d  i t  
by  i n t r o d u c i n g  a L a g ra n g e  M u l t i p l i e r .  T h e i r  augmented  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s
I(R) = I ]  nr7  i) ( 1 - A <  ~ < >  ) d* (8)
They solved the optimisation of the augmented objective
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function by introducing a Hamiltonian Function as follows,
H= + -inrm(xi " x») + t r 4  it  (8 >
I t  was n o t  s t a t e d  w h e t h e r  t h e  H a m i l t o n i a n  F u n c t i o n  a p p l i e s  f o r  
a l l  m u l t i - c o m p o n e n t  s y s t e m  o r  j u s t  f o r  a b i n a r y  s y s te m  i n  
t h e i r  e x a m p le .  They  d e r i v e d  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  
a d j o i n t  v e c t o r  and  t h e n  s o l v e d  t h e  t w o - p o i n t  b o u n d a r y  v a l u e  
p r o b le m  u s i n g  t h e  G r a d i e n t  H e tho d  i n  F u n c t i o n  Space t o  i t e r a t e  
t h e  r e f l u x  p r o f i l e  as  f o l l o w s ,
> . „  $  H
'.id + *  ~ o —  (9)old
The c h o i c e  o f  c o n s t a n t  e is  s a i d  t o  b© i m p o r t a n t ,  b u t  t h e r e  i s  
no c l u e  g i v e n  as  how t o  choo se  i t .  I f  i s  t o o  s m a l l  t h e
c o n v e r g e n c e  w i l l  be s l o w ,  on t h e  o t h e r  hand ,  i f  & i s  t o o  h i g h  
i t  w i l l  cause  i n s t a b i l i t y .  The s i g n  o f  s  i s  a l s o  i m p o r t a n t ,  
b eca use  i t  w i l l  d e t e r m i n e  w h e th e r  t h e  p r o b le m  i s  m a x i m i s a t i o n  
o r  m i n i m i s a t i o n .
As one o f  t h e i r  s a m p le  p r o b l e m s ,  t h e y  s o l v e d  a b i n a r y  p r o b le m  
w h ic h  was a l r e a d y  d i s c u s s e d  by  H u r t y  e t  a l . ( 1 9 8 0 )  who used  a 
s e m i - r i g o r o u s  model and com pared  t h e i r  r e s u l t s .  I t  was s a t e d  
t h a t  t h e i r  r e s u l t s  we re  i n  c l o s e  a g r e e m e n t .  They a l s o  t r i e d  
t o  s o l v e  a q u a t e r n a r y  s y s t e m ,  b u t  t h e  r e s u l t s  seem t o  show an 
a n o m a ly .  I t  was f o u n d  t h a t  t h e  op t imum y i e l d  f o r  a s y s te m  
h a v i n g  a lo w e r  number  o f  t r a y  was g r e a t e r  t h a n  t h a t  f o r  a
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system having higher number of tray5.
2 . 2 . 3  D e s ig n  P ro b le m  Of M u l t i - C o m p o n e n t  B a tc h  D i s t i l l a t i o n
P u b l i c a t i o n s  i n  t h i s  a r e a  o f  s t u d y  a r e  s t i l l  r a r e .  Th© f i r s t  
c o m p r e h e n s iv e  one i s  p e r h a p s  due t o  Luyben  ( 1 9 7 1 ) .  He 
d e m o n s t r a t e d  t h a t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  c y c l e  t i m e ,  o r  c a p a c i t y ,  
can  be much more s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t e d  by  d e s i g n  and 
o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s  such as t r a y  h o l d u p ,  a c c u m u l a t o r  h o l d u p ,  
i n i t i a l  s t i l l  c h a r g e ,  number o f  t r a y s ,  and r e f l u x  r a t i o .  He 
o p t i m i s e d  a b i n a r y  s y s te m  by  a t e c h n i q u e  w h ic h  can be e x t e n d e d  
t o  a m u l t i - c o m p o n e n t  s y s te m .  He used  a s e m i - r i g o r o u s  model 
w i t h  t h e  a s s u m p t io n  o f  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  and 
e q u i m o l a l - o v e r f l o w  s y s te m  f o r  s i m p l i f i c a t i o n .
A c o m p le t e  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  c y c l e  o f  t h e  b i n a r y  s y s te m  i n  
h i s  s t u d y  c o n s i s t s  o f  :
1) S t a r t - u p
A t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d ,  when t = 0 ,  
c o m p o s i t i o n s  on a l l  t r a y s  and t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p  a r e  
assumed e q u a l  t o  t h e  i n i t i a l  c h a r g e  c o m p o s i t i o n .  He s t a t e d  
t h a t  i t  w o u ld  p e r h a p s  be more r e a l i s t i c  t o  assume t h a t  i f  t h e  
f e e d  were  c h a r g e d  t o  t h e  s t i l l  p o t ,  t h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n s  
o f  t h e  t r a y s  and t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p  w o u ld  be e q u a l  t o  t h e  
c o m p o s i t i o n  o f  t h e  v a p o r  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  f e e d .  The 
co lum n  w i l l  n o t  p r o d u c e  any  r e c t i f i c a t i o n  u n t i l  t h e  v a p o r
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b o i l - u p  has w o rk e d  i t s  way up t h e  co lumn and cond ensed  t o  f o rm  
enough l i q u i d  t o  f i l l  t h e  t h e  a c c u m u l a t o r  and t h e  t r a y s .  
D u r i n g  t h e  p e r i o d  o f  e s t a b l i s h i n g  l i q u i d  f l o w s ,  t h e  s t i l l  
w o u ld  r e p r e s e n t  o n l y  one e q u i l i b r i u m  s t a g e .
The c o lum n  i s  r u n  a t  t o t a l  r e f l u x  u n t i l  s t e a d y  s t a t e  i s  
a t t a i n e d .  He d e f i n e d  t h e  e q u i l i b r a t i o n  ( s t a r t - u p )  t i m e  as t h e  
t i m e  when t h e  r a t e  o f  change  o f  t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p  
c o m p o s i t i o n  i s  l e s s  t h a n  c e r t a i n  t o l e r a n c e .
2 )  O ve rhead  p r o d u c t  w i t h d r a w a l
The o v e r h e a d  p r o d u c t  i s  w i t h d r a w n  a t  a c o n s t a n t  r a t e  as 
d i c t a t e d  by  a d e s i r e d  r e f l u x  r a t i o  R. The amount o f  t h e  
o v e r h e a d  p r o d u c t  c o l l e c t e d  up t o  t i m e  t  i s  f o r m u l a t e d  as
The c o r r e s p o n d i n g  a v e r a g e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  o v e r h e a d  p r o d u c t  
w i t h  r e f e r e n c e  t o  t h e  l i g h t  component  i s
t
(2)
(2)
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The w i t h d r a w a l  o f  t h e  o v e r h e a d  p r o d u c t  i s  c a r r i e d  o u t  u n t i l  
t h e  a v e r a g e  c o m p o s i t i o n  d r o p s  t o  a s p e c i f i e d  p u r i t y .
3 )  B o t to m  p r o d u c t  p u r i f i c a t i o n
To make o n - s p e c i f i c a t i o n  p r o d u c t  i n  t h e  s t i l l ,  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  c o n t i n u e  t a k i n g  m a t e r i a l  f r o m  t h e  a c c u m u l a t o r  u n t i l  enough 
com ponent  has been rem oved .  The m a t e r i a l  removed ( s l o p )  i s  
s e n t  t o  a r e w o r k  t a n k a g e .  I t  i s  n o t  n o t  c l e a r  w h e th e r  t h e  
s l o p  i s  r e c y c l e d  i n  h i s  t r e a t m e n t  o f  t h e  p r o b le m .  The 
m a t e r i a l  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  s l o p .
The amount o f  b o t t o m  p r o d u c t  l e f t  i s  g i v e n  by
And t h e  a v e r a g e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  b o t t o m  p r o d u c t  a t  any  t i m e  
d u r i n g  t h e  r e m o v a l  o f  t h e  l i g h t  component  i s
t = t
< X ( 3 )
( 4 )
P
1
2
( 5 )
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The stopping criterion for the bottom product purification is
X'FZ > Xt = t PS
(6)
4 )  P r o d u c t  r e m o v a l  and r e c h a r g i n g
A f t e r  t h e  b o t t o m  p r o d u c t  p u r i f i c a t i o n ,  t h e  co lum n  i s  c l e a n e d  
and r e c h a r g e d  f o r  t h e  n e x t  b a t c h *  T h e re  i s  no c a l c u l a t i o n  f o r  
t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  c l e a n i n g  and r e c h a r g i n g  t i m e .  
A p p a r e n t l y  he d i d  n o t  i n c l u d e  t h e  c l e a n i n g  and c h a r g i n g  t i m e  
i n  th© t o t a l  c y c l e  t i m e .
H i s  d e s i g n  o b j e c t i v e  o r  c r i t e r i o n  i s  t o  m a x im is e  c a p a c i t y  
w h ic h  he d e f i n e d  as  t h e  t o t a l  amount o f  o n - s p e c i f i c a t i o n  
p r o d u c t s  p r o d u c e d  p e r  u n i t  t i m e .  The c r i t e r i o n  i s  f o r m u l a t e d  
as  f o l l o w s .
F
T h i s  c a p a c i t y ,  C, i s  a n o n - l i n e a r  f u n c t i o n  o f  many v a r i a b l e s ,  
among them a r e  number o f  t r a y ^  r e f l u x  r a t i o ,  a c c u m u l a t o r  
h o l d u p ,  t r a y  h o l d u p ,  i n i t i a l  s t i l l  c h a r g e ,  b o i l u p  r a t e ,  
r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  and s p e c i f i e d  p u r i t i e s .  The c a l c u l a t i o n  
o f  t h e  c a p a c i t y  based  on t h e  above  v a r i a b l e s  a r e  p e r f o r m e d  by
<?WsoS |»frovs
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i o - a l g e b r a i c ^  o f  t h e  
s y s te m  w h ic h  i s  d e s c r i b e d  by h i s  own s e m i - r i g o r o u s  m ode l .
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The o p t i m i s a t i o n  p r o b le m  o f  t h e  c a p a c i t y  i s  s o l v e d  by a s i m p l e  
d i r e c t  s e a r c h  t e c h n i q u e .  The n o n - l i n e a r  f u n c t i o n  o f  many 
v a r i a b l e s  i s  r e d u c e d  t o  a f u n c t i o n  o f  o n l y  tw o  v a r i a b l e s  by 
m a k in g  o t h e r s  c o n s t a n t .  The op t im um  p o s i t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  
on t h e  g r a p h s  i n  t h e  f o rm  o f  a c o n t o u r - m a p  o r  a l e v e 1 - c u r v e .
He f o u n d  t h a t  t h e  o p t i m a l  c a p a c i t y  i n c r e a s e s  i f  t h e  number  o f  
t r a y s  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e c r e a s e  i n  t h e  r e f l u x  
r a t i o .  The o p t i m a l  c a p a c i t y  a l s o  i n c r e a s e s  i f  t h e  t r a y  h o l d u p  
i n c r e a s e s  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e c r e a s e  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  
h o l d u p .
D iw e k a r  and Hadhavan ( 1 9 8 6 )  p r e s e n t e d  t h e  o p t i m a l  d e s i g n  o f  
m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  c o lu m n s  u s i n g  t h e i r  own 
s h o r t - c u t  m ode l .  The o b j e c t i v e  f u n c t i o n  c o n s i d e r e d  was a n n u a l  
p r o f i t  e x p r e s s e d  as a n n u a l  s a l e s  v a l u e  o f  d i s t i l l a t e  m inus  
a n n u a l  c o s t  o f  d i s t i l l a t i o n .
The a n n u a l  c o s t  o f  d i s t i l l a t i o n  i s  based  on t h e  c o s t  f u n c t i o n  
g i v e n  by H a ppe l  (1 9 5 8 )  w h ic h  c o n s i s t s  o f  a m o r t i s e d  c o s t s  p l u s  
a n n u a l  r u n n i n g  c o s t s .  The c a p i t a l  c o s t s  a r e  ded uced  f ro m  
s i m p l i f i e d  d e s i g n  c o n c e p t s  and  r e s u l t  i n  an a n n u a l  c o s t  w h ic h  
i s  a f u n c t i o n  o f  b o i 1 - u p  r a t e ,  V, number o f  t r a y s ,  N, 
o p e r a t i n g  t i m e  p e r  b a t c h ,  t ,  and c h a r g i n g  t i m e  p e r  b a t c h ,  t  .c
A nnua l  c o s t  = f  (V ,  N, t ,  t  ) ( 7 )
where  t h e  number o f  b a t c h e s  p e r  y e a r  N i s  e x p r e s s e d  asn
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_ ( 2 4 X 3 6 5 )
"■ - T T T T T  (8)
The t i m e  r e q u i r e d  f o r  c l e a n i n g ,  r e c h a r g i n g  and s t a r t - u p  a r e  
c o m b in e d  t o g e t h e r  i n  t  as a c o n s t a n t  o f  t h e  s y s te m .  They  
c l a i m e d  t h a t  t h e i r  g e n e r a l  o p t i m i s a t i o n  p ro b le m  had t h r e e  
d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  The d e c i s i o n  v a r i a b l e s  can be chosen  as 
e i t h e r  t h e  number o f  t r a y ,  N, o r  r e f l u x  r a t i o ,  R, o r  t h e  f i n a l  
c o m p o s i t i o n  o f  t h e  s t i l l  p o t ,  X* . a n d  th©  b o i l - u p  r a t e ,  V. 
They  f u r t h e r  c l a s s i f i e d  t h e  o p t i m i s a t i o n  p ro b le m  i n t o  t h e  
p r o b l e m  w i t h  f i x e d  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s  and t h e  p ro b le m  w i t h  
f r e e  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s .
F o r  a p r o b le m  w i t h  f i x e d  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s  X* i s  f i x e d .  I f
B l
V i s  a l s o  f i x e d  t h e n  t h e  p r o b le m  becomes a s i n g l e  v a r i a b l e  
o p t i m i s a t i o n  p r o b le m s  w i t h  N o r  R as d e c i s i o n  v a r i a b l e s .  They 
o p t i m i s e d  t h e  a n n u a l  c o s t  i n  e q u a t i o n  ( 7 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
d e c i s i o n  v a r i a b l e  by  F i b o n a c c i  s e a r c h  m e thod .  F o r  t h i s  
p u r p o s e ,  t h e y  d e f i n e d  t h e  l i m i t s  on t h e  v a l u e  o f  R as f o l l o w s
1 < R £  R ( 9 )moK
max i s  c a l c u l a t e d  a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  X*o u s i n g  t h e  
l i m i t i n g  v a l u e  N . w h i c h  i s  c a l c u l a t e d  a t  t h e  t e r m i n a l  v a l u emir>
o f  X‘ t .
They t r e a t e d  t h e  p r o b l e m  w i t h  f r e e  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s  as a 
m u l t i v a r i a b l e  o p t i m i s a t i o n  p r o b le m .  They s o l v e d  t h e  p r o b le m
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by a s u c c e s s i v e  o p t i m i s a t i o n  s t r a t e g y ,  e m p l o y i n g  F i b o n a c c i  
s e a r c h  t e c h n i q u e  i n  each  s t a g e .  T h e re  was a c o n s t r a i n t  on X* 
g i v e n  by
The p r o b le m  w i t h  f i x e d  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s  shows t h a t  t h e r e  i s  
an o p t i m a l  R f o r  t h e  maximum a n n u a l  p r o f i t .  F o r  t h e  p r o b le m  
w i t h  f r e e  t e r m i n a l  c o n d i t i o n  i t  i s  f o u n d  t h a t  s u b - o p t i m a l  
p o s i t i o n  moves a c c o r d i n g  t o  i n c r e a s i n g  V and d e c r e a s i n g  X4 .
Luyben ( 1 9 8 8 )  e x t e n d e d  h i s  p r e v i o u s  s t u d y  on b i n a r y  s y s te m  t o  
a s t u d y  on t e r n a r y  s y s te m  w i t h  s l o p  r e c y c l e .  W h i l e  t h e r e  a r e  
one s l o p  c u t  and tw o  p r o d u c t s  i n  a b i n a r y  s y s t e m ,  t h e r e  c o u l d  
be two  s l o p  c u t s  and t h r e e  p r o d u c t s  f o r  a t e r n a r y  s y s te m .  The 
f i r s t  s l o p  c u t  w i l l  c o n t a i n  m o s t l y  t h e  l i g h t  component  and t h e  
i n t e r m e d i a t e  c o m p o n e n t .  The second  s l o p  c u t  w i l l  c o n t a i n  
m o s t l y  t h e  i n t e r m e d i a t e  and t h e  h e a v y  c om pon en t .
I n  h i s  p a r t i c u l a r  s t u d y ,  t h e  f i r s t  s l o p  c u t  i s  r e c y c l e d  back  
t o  th© n e x t  s t i l l  p o t  c h a r g e .  The i n i t i a l  s t i l l  p o t  c h a r g e  
c o n s i s t s  o f  a l l  f r e s h  f e e d  f o r  t h e  f i r s t  b a t c h  c y c l e .  
S u b s e q u e n t  i s t i l l  p o t  c h a r g e s  t o  t h e  second  b a t c h
c y c l e  c o n s i s t  o f  some f r e s h  f e e d  and t h e  r e c y c l e d  s l o p .  The 
t o t a l  m o la r  c h a r g e  f o r  each  b a t c h  i s  k e p t  c o n s t a n t  i n  t h i s  
mode 1 .
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I t  was f o u n d  t h a t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  p a r a m e t e r s  were c h a n g in g  
d u r i n g  t h e  f i r s t  s e v e r a l  b a t c h e s .  I t  t o o k  a b o u t  t h r e e  b a t c h  
c y c l e s  f o r  a p s e u d o - s t e a d y - s t a t e  o p e r a t i o n  t o  b u i l d  up .  The 
f r e s h  f e e d  d e c r e a s e d  as  t h e  s l o p  c u t s  a p p ro a c h e d  t h e i r  s t e a d y  
s t a t e  v a l u e s .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  o p t i m i s a t i o n  Luyben (1 9 8 8 )  e x t e n d e d  h i s  
p r e v i o u s  c a p a c i t y  f a c t o r  used  as t h e  p e r f o r m a n c e  i n d e x  f o r  
b i n a r y  s y s te m s  t o  t e r n a r y  s y s te m s .  He assumed a 3 0 - m i n u t e  
p e r i o d  r e q u i r e d  t o  em p ty  and r e c h a r g e  t h e  s t i l l  p o t ,  so t h a t  
h i s  c a p a c i t y  f a c t o r  was f o r m u l a t e d  as
P + P + P 
C = - * t  -fr 0 . 5  < U )
F
The t r e a t m e n t  o f  t h e  o p t i m i s a t i o n  p r o b le m  em p lo y e d  t h e  same 
m e t h o d o l o g y  as f o r  t h e  c ase  o f  b i n a r y  s y s te m  i n  h i s  p r e v i o u s  
s t u d y .  I t  was c o n c l u d e d  t h a t  t h e r e  was a f u n c t i o n  o f  t h e  
number o f  t r a y s .  The c a p a c i t y  was d e c r e a s e d  when t h e  r e l a t i v e  
v o l a t i l i t y  o r  t h e  number  o f  t r a y s  was r e d u c e d .
F o r  f u t u r e  s t u d y ,  he p r o p o s e d  e x a m in i n g  a l t e r n a t i v e  o p e r a t i n g  
schemes f o r  s l o p  r e c y c l i n g ,  v a r i a b l e  r e f l u x  p o l i c y  and a w i d e r  
r a n g e  o f  p a r a m e t e r s  s uch  as f e e d  c o m p o s i t i o n s  and r e l a t i v e  
v o l a t i l i t i e s .  The a l t e r n a t i v e  o p e r a t i n g  schemes o r  modes o f  
o p e r a t i o n  t o  h a n d l e  s l o p  r e c y c l e  a r e ;
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( 1 ) s a v i n g  up a number  o f  s l o p  c u t s  and d o i n g  b i n a r y  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  on each o f  t h e  s l o p  c u t s ,
( 2 ) c h a r g i n g  f r e s h  f e e d  t o  t h e  s t i l l  p o t  and  f e e d i n g  t h e  s l o p  
c u t s  i n t o  t h e  c o lu m n  t o  an a p p r o p r i a t e  t r a y  and a t  an 
a p p r o p r i a t e  t i m e  d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h e  n e x t  b a t c h ,  and
( 3 )  u s i n g  t h e  f i r s t  s l o p  c u t  t o  f i l l  up th©  r e f l u x  d rum,  and 
p e r h a p s  t h e  c o lu m n ,  p r i o r  t o  t h e  s t a r t - u p  u n d e r  t o t a l  r e f l u x  
c o n d i t i o n  i n  t h e  n e x t  b a t c h  c y c l e .
2 « 3  C o n c lu s io n
P u b l i c a t i o n s  on t h e  o p t i m a l  d e s i g n  and o p e r a t i o n  o f
m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  a r e  s t i l l  r a r e .  Luyben 
( 1 9 8 8 )  has i n i t i a t e d  a s t u d y  on o p t i m i s a t i o n  o f  t e r n a r y  s y s te m  
w i t h  s l o p  r e c y c l e  u s i n g  a s e m i - r i g o r o u s  model  o f  h i s  own. A l l
a l t e r n a t i v e  modes o f  o p e r a t i o n  w h ic h  he s u g g e s te d  have n o t
been r e p o r t e d .  F u t u r e  d e v e lo p m e n t  o f  h i s  s t u d y  i s  w id e  
open .
C u r r e n t  methods  o f  s o l u t i o n  f o r  r i g o r o u s  m ode ls  o f
m u l t i - c o m p o n e n t  d i s t i l l a t i o n  a r e  g e n e r a l l y  c o n f i n e d  t o  t h e  
i n i t i a l  s t e a d y - s t a t e  t o t a l - r e f l u x  c o n d i t i o n s .  W he the r  t h e  
m ethods  o f  s o l u t i o n  can be e x t e n d e d  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
o f  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  as  s u g g e s te d  by Luyben (1 9 8 8 )  a r e  s t i l l  
a m b ig u o u s .
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P r e v i o u s  w o rks  on t h e  p r o b le m  o f  o p t i m a l  r e f l u x  p o l i c y  
d e t e r m i n a t i o n  m o s t l y  e m p lo y e d  s e m i - r i g o r o u s  m ode ls .  D iw e k a r  
a t  a l  ( 1 9 8 7 )  f i r s t l y  r e p o r t e d  t h e  use o f  a s h o r t - c u t  model o f  
h i s  own. T h e re  a r e  c o n f u s i n g  s t e p s  i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
t h e i r  mode l t o  t h e  p r o b l e m .  Some o f  t h e  r e s u l t s  seem a 
c o n t r a d i c t i o n .  An a l t e r n a t i v e  s h o r t - c u t  model and i t s  
c o r r e s p o n d i n g  method o f  s o l u t i o n  a r e  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a 
b e t t e r  r e s u l t .
S e v e r a l  s h o r t - c u t  m o d e ls  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
have a p p e a re d  i n  l i t e r a t u r e .  F u r t h e r  d e v e lo p m e n t  o f  t h e s e  
s h o r t - c u t  m ode ls  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  o p t i m a l  r e f l u x  p o l i c y  
d e t e r m i n a t i o n  p r o v i d e s  a new f i e l d  o f  s t u d y .
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3 Further Development of Dynamic Models
3. 1 I n t r o d u c t i o n
T h i s  c h a p t e r  i s  a im ed  a t  d e v e l o p i n g  d y n a m ic  m ode ls  o f  
m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n .  The m ode ls  have t o  
s a t i s f y  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  i n  o r d e r  t o  e x t e n d  t h e  o p t i m i s a t i o n  
s t u d y  s u g g e s te d  by  Luyben ( 1 9 8 8 ) .  The c o n d i t i o n  demands t h a t  
t h e  m ode ls  have t o  be more r i g o r o u s ,  so t h a t  a s t a r t - u p  p e r i o d  
b e f o r e  t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  i s  a c h i e v e d  and 
a c o m p le t e  h e a t  b a l a n c e  o f  t h e  s y s te m  can be t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .
A s s u m p t io n s  a r e  made i n  o r d e r  t o  a c h i e v e  a s a t i s f a c t o r y  model 
and t o  have a b e t t e r  g u i d e  i n  t h e  c o u r s e  o f  d e r i v a t i o n  o f  t h e  
m ode l .  As a r e s u l t  o f  t h i s ,  m ode ls  w i t h  v a r y i n g  d e g re e s  o f  
r i g o r  can be d e v e lo p e d  based  on t h e  a s s u m p t i o n s  o f  a l t e r n a t i v e  
laws  g o v e r n i n g  c e r t a i n  p r o c e s s e s .
Two methods  o f  s o l u t i o n  a r e  d i s c u s s e d  f o r  t h e  p u rp o s e  o f  
c o m p a r i s o n  and v a l i d a t i o n  o f  t h e  m o d e ls ,  n a m e ly  t h e  backw a rd  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  and t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e .  
The b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  w h ic h  was em p loyed  by  
D i s t e f a n o  (1 9 6 8 a )  and  was c o n f i r m e d  e x p e r i m e n t a l l y  by  S t e w a r t  
&t al .  ( 1 9 7 3 )  n o r m a l l y  s t a r t s  t h e  s o l u t i o n  f ro m  t h e  
s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n .  W he the r  t h e  backw a rd  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  can be e x t e n d e d  t o  s t a r t  t h e  s o l u t i o n  
f ro m  t h e  b e g i n n i n g  o f  a s t a r t - u p  p e r i o d  can be d e m o n s t r a te d  a t
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o n c e .  The a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  i s  s p e c i a l l y  
d e v e lo p e d  t o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m  o f  s t a r t - u p  p e r i o d .
3 . 2  P r i m a r y  A s s u m p t io n s
3 . 2 . 1  C o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  s y s te m
The d i s t i l l a t i o n  s y s te m  w h ic h  w i l l  be a n a l y s e d  i s  b a s i c a l l y  
t h e  same as  t h a t  o f  Guy ( 1 9 8 3 ) ,  I t  c o n s i s t s  o f  a r e b o i l e r ,  a 
number o f  t r a y s  w i t h  m u l t i p l e - f e e d s  and s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s ,  
a c o n d e n s e r ,  and an a c c u m u l a t o r .  The t o p  p r o d u c t  and t h e  
r e f l u x  a r e  w i t h d r a w n  f r o m  t h e  a c c u m u l a t o r .  They a r e  d i v i d e d  
by  a r e f l u x  r e g u l a t o r .
M u l t i p l e - f e e d  and s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s  a r e  p r o v i d e d  f o r  a t  
e v e r y  s t a g e  t o  m a i n t a i n  t h e  g e n e r a l i t y  o f  t h e  m ode ls  f o r  any  
t y p e  o f  s i m u l a t i o n  and o p t i m i s a t i o n  p u r p o s e s .  The
s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s  can  be l i q u i d  s t r e a m s  o r  o r  v a p o r  s t r e a m s  
o r  b o t h .  W h i l e  t h e  f e e d s  a r e  assumed t o  be l i q u i d s .
3 . 2 . 2  S i m p l i f i c a t i o n .
In  o r d e r  t o  a v o i d  t h e  e x c e s s i v e l y  c o m p l i c a t e d  methods  o f  
s o l u t i o n  r e q u i r e d  by t h e  most  r i g o r o u s  m o d e ls ,  some r e l a x a t i o n  
o f  r i g o u r  i s  d e s i r a b l e .  T h r e e  s i m p l i f i c a t i o n s  w h ic h  do n o t  
co m prom ise  t h e  a c c u r a c y  t o o  much a r e  :
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1) Constant pressure
D u r i n g  d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s  t h e  p r e s s u r e s  i n  t h e  c o lum n  a re  
assumed c o n s t a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  The p r e s s u r e  p r o f i l e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s t a g e  number can be e i t h e r  a f l a t  p r o f i l e  
o r  a l i n e a r  p r o f i l e  w i t h  a c o n s t a n t  p r e s s u r e  d r o p  o v e r  each 
s t a g e .
2 )  N e g l i g i b l e  v a p o r  h o ld u p s
The v a p o r  h o l d u p  m  each s t a g e  i s  r e l a t i v e l y  s m a l l  com pared  
w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i q u i d  h o l d u p ,  b e i n g  l e s s  t h a n  one 
p e r c e n t  o f  t h e  t o t a l  h o l d u p .  T h e r e f o r e ,  v a p o u r  h o l d u p s  can be 
n e g l e c t e d  f o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s .
3 )  P e r f e c t  m i x i n g
The l i q u i d  h o l d u p  i n  each s t a g e  i s  assumed t o  be p e r f e c t l y  
m ix e d ,  i . e  t h e r e  a r e  no t e m p e r a t u r e  o r  c o n c e n t r a t i o n  
d i f f e r e n c e s  w i t h i n  t h e  l i q u i d  h o l d u p s .  The t e m p e r a t u r e  o f  t h e  
e q u ip m e n t  i t e m s  h o l d i n g  t h e  l i q u i d  i n  each s t a g e  i s  assumed 
t h e  same as t h e  l i q u i d  t e m p e r a t u r e .
3 . 3  D e r i v a t i o n  Of The Mode ls
The b a s i c  la w s  w h ic h  c o n t r o l  a d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s  a r e  t h e  
la w s  o f  v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a  and t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  mass, 
h e a t  and momentum. S in c e  t h e  a s s u m p t io n  o f  c o n s t a n t  p r e s s u r e
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has been made i n  each  s t a g e ,  t h e  la w  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  
momentum w i l l  n o t  be d i s c u s s e d  i n  d e t a i l .
3 . 3 . 1  Mass B a la n c e s
F i r s t  o f  a l l ,  i t  i s  assumed t h a t  t h e r e  a r e  no c h e m ic a l  
r e a c t i o n s  i n v o l v e d  d u r i n g  t h e  p r o c e s s ,  so t h a t  t h e  mass 
b a l a n c e s  can be p e r f o r m e d  i n  m o la r  u n i t s .  The v a p o r  and 
l i q u i d  f l o w  a r e  assumed t o  have been i n i t i a l l y  e s t a b l i s h e d  
d u r i n g  t h e  p e r i o d  o f  s t a r t - u p  p r e p a r a t i o n .  Mass b a la n c e s  o f  
t h e  s y s te m  can be f o r m u l a t e d  i n  t e r m  o f  b o t h  o v e r a l l  b a l a n c e s  
and com ponen t  b a l a n c e s  as f o l l o w s .
1 ) M a t e r i a l  b a l a n c e  i n  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s te m
The i n p u t  t o  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s te m  c o n s i s t s
o f  v a p o r  f l o w  l e a v i n g  s t a g e  number 1 , and a p o s s i b l e  f e e d
f l o w  i n j e c t e d  t o  t h e  a c c u m u l a t o r ,  Fo , W h i l e  t h e  o u t p u t
c o m p r i s e s  t h e  l i q u i d  f l o w  o f  r e f l u x ,  Lq , t h e  l i q u i d  d i s t i l l a t e  
f l o w ,  Dl o , and t h e  v a p o r  f l o w  drawn o u t  f r o m  t h e  a c c u m u l a t o r ,  
DvC>. S in c e  t h e  v a p o r  h o l d u p  i n  each s t a g e  has been assumed t o  
n e g l i g i b l e ,  t h e n  t h e  r a t e  o f  t a c c u m u l a t i o n  c o m p r i s e s  o n l y  
t h e  r a t e  o f  change  o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p ,  M , i n  t h e  
a c c u m u l a t o r .  As a r e s u l t  i f  t h i s ,  t h e  o v e r a l l  b a l a n c e  o f
t h e  s y s te m  can be e x p r e s s e d  by
dM
°  -  F -f- V -  L -  D. -  D ( 1 )d t  o 4 o lo vo
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The component  m a t e r i a l  b a l a n c e  i n  t h e  c o n d e n s e r  a c c u m u l a t o r  
s u b s y s te m  can be d e r i v e d  by  t h e  same way. T h i s  can be e a s i l y  
done by  m u l t i p l y i n g  each  o f  t h e  f l o w  t e r m s  and t h e  l i q u i d  
h o l d u p  i n  e q u a t i o n  ( 1 ) by  i t s  c o r r e s p o n d i n g  mole  f r a c t i o n .
dH . . . .
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2 )  M a t e r i a l  b a l a n c e  i n  s t a g e  number n s u b s y s te m
In  s t a g e  number n s u b s y s t e m ,  t h e  i n p u t  c o n s i s t s  o f  t h e
v a p o r  f l o w  l e a v i n g  s t a g e  number  n+1,  V , t h e  l i q u i d  f l o w
n+1
l e a v i n g  s t a g e  number n - 1 ,  t a - i *  and a p o s s i b l e  f e e d ,  F . The 
. o u t p u t  c o m p r i s e s  t h e  l i q u i d  f l o w  l e a v i n g  f o r  s t a g e  number 
n+1 ,  L^ ,  t h e  v a p o r  f l o w  l e a v i n g  f o r  s t a g e  number n - 1 ,  V , and 
t h e  f l o w s  o f  v a p o r  and l i q u i d  s i d e  p r o d u c t  s t r e a m s ,  and
D ^ ,  r e s p e c t i v e l y .  The r a t e  o f  change o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p ,  
M^, c l o s e s  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  i n  s t a g e  number n as
dH
-3+  — F + V + L -  V -  L -  D -  D, ( 3 )d t  pi n+1 n-1 n n Vn In
The com ponen t  m a t e r i a l  b a l a n c e  i n  s t a g e  number n i s  f o u n d  by 
m u l t i p l y i n g  a l l  o f  t h e  f l o w  t e r m s  and m o la r  h o l d u p  w i t h  t h e i r  
c o r r e s p o n d i n g  mole f r a c t i o n s ,  so t h a t
dM X1
n n Xi +V Yl +L x l  - ( L  +D. )X l - ( V  +D ) Y i ( 4 )d t  n Fn n+1 n+i n - i  n-1 n In n n vn  n
41
3) Material balances T n  the reboiler subsystem
The i n p u t s  t o  t h e  r e b o i l e r  s u b s y s te m  a r e  t h e  l i q u i d  f l o w  
l e a v i n g  s t a g e  number N, Ln , and a p o s s i b l e  f e e d  f l o w ,  F^ .  
W h i l e  t h e  o u t p u t  c o n s i s t s  o f  t h e  v a p o r  f l o w  l e a v i n g  f o r  s t a g e  
number  N, V , t h e  v a p o r  s i d e - p r o d u c t  f l o w  , D , and t h eN + i v N + i
l i q u i d  s i d e - p r o d u c t  f l o w ,  DlM . Th© r a t e  o f  m a t e r i a lIN H
a c c u m u l a t i o n  c o m p r i s e s  o n l y  t h e  r a t e  o f  change o f  t h e  l i q u i d  
h o l d u p ,  Mvi . The o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  o f  t h e  r e b o i l e rN + l
s u b s y s te m  i s  g i v e n  by
dM
N+± = F „  + L  -  V -D. -X) ( 5 )d t  N+A N N + l lN+1 VN+A
S i m i l a r l y ,  by m u l t i p l y i n g  a l l  o f  t h e  f l o w  t e r m s  and t h e  l i q u i d  
h o l d u p  t e r m  i n  e q u a t i o n  ( 5 )  w i t h  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  mole  
f r a c t i o n s ,  t h e  com ponen t  b a l a n c e  o f  t h e  r e b o i l e r
s u b s y s te m  r e s u l t s ;
dM X 1
n + a n +a _  x v + L  x t _ (V  +D ) Y l  x 1' ( 6 )
d t  N+A FN+A N N  N+A vN+A N+A iN+A N+A
3 . 3 . 2  Heat  B a la n c e s
B e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  c o n s e r v a t i o n  f o r  t h e  h e a t  
b a l a n c e  o f  t h e  s y s te m ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n t r o d u c e  s e v e r a l  
t e r m s  o f  h e a t  f l o w s  i n v o l v e d  i n  t h e  p r o c e s s .  F i r s t  o f  a l l ,  
t h e  h e a t  f l o w  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d
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c a r r y i n g  them a r e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  p r o d u c t s  o f  t h e  v a p o r  
f l o w  and t h e  l i q u i d  f l o w  w i t h  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  m o la r  h e a t  
c o n t e n t s  o r  e n t h a l p i e s ,  and r e s p e c t i v e l y .  The r a t e  o f  
h e a t  l o s s  i n  each s t a g e  ar© r e p r e s e n t e d  by Q^. The r a t e  o f  
h e a t  a c c u m u l a t i o n  i n  each s t a g e  c o m p r i s e s  t h e  r a t e  o f  change  
o f  t h e  e n t h a l p y  and t h e  s e n s i b l e  h e a t  o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p  and 
t h e  e q u ip m e n t  i t e m s  h o l d i n g  i t ,  M h + C (T - T  ) .
n n P n n R
1) Heat  b a l a n c e  i n  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s te m
The h e a t  i n p u t  t o  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s ubsys tem  c o n s i s t s
o f  t h e  e n t h a l p y  f l o w  o f  t h e  v a p o r  l e a v i n g  f r o m  s t a g e  number 1 ,
V^H^, and t h e  e n t h a l p y  f l o w  o f  a p o s s i b l e  f e e d  i n t r o d u c e d  t o
t h e  a c c u m u l a t o r ,  F0hF0> Whereas t h e  h e a t  o u t p u t  c o m p r i s e s  t h e
e n t h a l p y  f l o w  o f  t h e  v a p o r ,  DvqHo , and t h e  t o t a l  l i q u i d ,
( L +D, )h_  d rawn o u t  o f  t h e  a c c u m u l a t o r ,  t h e  f l o w  o f  h e a t  © lo  o ,
r e j e c t e d  by  t h e  c o o l a n t ,  Q , and h e a t  l o s s  t o  t h e
C
s u r r o u n d i n g s ,  Qq . T h e  r a t e  o f  h e a t  a c c u m u l a t i o n  i s  t h e
r a t e  o f  change o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p  e n t h a l p y ,  ^ 0 ^ 0 * t h e
s e n s i b l e  h e a t  o f  t h e  e q u ip m e n t  c o n t a i n i n g  i t ,  C (T - T  ) .  The
PO O R
h e a t  b a l a n c e  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s te m  can t h e n  be 
e x p r e s s e d  by
d f H©h©+ c <T - T > 1  
I  — — 8— -  f  h +V H - ( L  -KD )h - D H - Q - Q ( 7)d t  O FO i  4 © l o  © v©  o o c
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2)  H e a t  b a l a n c e  i n  s t a g e  number n s u b s y s te m
In  s t a g e  number  n s u b s y s te m ,  t h e  h e a t  i n p u t  c o m p r i s e s  t h e  h e a t  
f l o w  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  v a p o r  l e a v i n g  s t a g e  number n + l ,  
v t t  t h e  l i q u i d  l e a v i n g  s t a g e  number n - 1 , L h , and  an+ l  n+ l  ' n - l  n-1
p o s s i b l e  f e e d ,  F h j  Whereas ,  t h e  h e a t  o u t p u t  c o n s i s t s  o f
t h e  h e a t  f l o w  c a r r i e d  by  t h e  l i q u i d s ,  <L +D, )h , and by t h e
n In n
v a p o r ,  (V^+Dv ^ )H ^ ,  l e a v i n g  t h e  s u b s y s te m ,  and t h e  h e a t  l o s s  
t h r o u g h  t h e  w a l l  e n c l o s i n g  t h e  s u b s y s te m ,  Q . The r a t e  o fn
h e a t  a c c u m u l a t i o n  i s  t h e  r a t e  o f  change o f  t h e  e n t h a l p y  o f  t h e  
l i q u i d  h o l d u p  and t h e  s e n s i b l e  h e a t  o f  t h e  e q u ip m e n t  i t e m s  i n  
t h e  s u b s y s t e m ,  H h +C (T - T  ) .  Thu s ,  t h e  h e a t  b a l a n c e  i n  t h en n Fn n R
s u b s y s t e m  number  n becomes
d f «  h +C (T  - T  ) ]I  n n F n  n R J _
d t  ”  n +v J 1 +D )H F n  n + l  n + l  n-1 n-1 n vn  n
( L  +D, ) h -Q
n I n  n n (8)
3)  H e a t  b a l a n c e  i n  t h e  r e b o i l e r  s u b s y s te m
The h e a t  i n p u t  t o  t h e  r e b o i l e r  s u b s y s te m  c o n s i s t s  o f  t h e  h e a t  
f l o w  s u p p l i e d  by t h e  h e a t i n g  medium, <3 and t h e  h e a t  f l o w  
c a r r i e d  by  t h e  l i q u i d  c o m in g  f r o m  s t a g e  number N , L h , and
N N
by t h e  p o s s i b l e  f e e d ,  F h 9 W h i l e  t h e  h e a t  o u t p u t  c o m p r i s e s  
t h e  r a t e  o f  h e a t  f l o w  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  v a p o r  l e a v i n g  t h e  
s u b s y s t e m ,  V H  , t h e  h e a t  f l o w  a s s o c i a t e d  w i t hN + l N + l
s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s ,  D, , h, and D H and t h e  r a t e
lN+1 lN+1 vN+1 N + l,
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o f  h e a t  l o s s  f r o m  t h e  w a l l  e n c l o s i n g  t h e  s u b s y s te m ,  QN+4*
The r a t e  o f  h e a t  a c c u m u l a t i o n  i s  t h e  r a t e  o f  change o f  t h e
e n t h a l p y  o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p s  and t h e  s e n s i b l e  h e a t  o f  t h e
c o n s t r u c t i o n  i t e m  o f  t h e  s u b s y s te m .  From t h i s ,  t h e  h e a t
b a l a n c e  o f  t h e  s u b s y s te m  can be e x p r e s s e d  by
d t  + ^iN-ML^N+l
" (VN+i+Di N+i)HN+r  (9)
3 . 3 . 3  V a p o r - l i q u i d  E q u i l i b r i a
The e q u i l i b r i u m  v a p o u r  c o m p o s i t i o n s  i n  each  s t a g e ,  Y^* ,  a r e  
f u n c t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  c o m p o s i t i o n s ,  x \  t h e  s t a g e  
t e m p e r a t u r e ,  T^,  and t h e  s t a g e  p r e s s u r e ,  p^ .  T h i s
r e l a t i o n s h i p  can be e x p r e s s e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  an e q u i l i b r i u m  
c o n s t a n t  as f o l l o w s
yi*  _ Ki xi (10)
r* n n
where
Kl = Kl ( 7 * ,  T , p ) ( 1 1 )n n r» n r»
F u r t h e r m o r e ,  t h e  sum m a t ion  o f  v a p o r  c o m p o s i t i o n s  has t o  be 
e q u a l  t o  o ne ,  so t h a t
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NC
1  Y'  = i k  "
( 12)
F o r  a s y s te m  o f  i d e a l  t r a y s ,  th© v a p o r  c o m p o s i t i o n ,  Yv , i sn
e q u a l  t o  t h e  e q u i l i b r i u m  v a p o r  c o m p o s i t i o n ,  YL* .  W h i l e  f o r  an
s y s te m  o f  n o n - i d e a l  t r a y s ,  t h e  two  t e r m s  o f  v a p o r  c o m p o s i t i o n  
can be r e l a t e d  by  a c o n c e p t  o f  H u rp h re e  t r a y  e f f i c i e n c y .
Yl  = Yl  + rj1 f  Yl *  -  1 ( 1 3 )n n+i n ^ n n+i J
The H u rp h re e  t r a y  e f f i c i e n c y ,  i s  a c o m p l i c a t e d  f u n c t i o n
i n v o l v i n g  t h e  c o m p le x  i n t e r p l a y  o f  mass t r a n s f e r  and f l u i d  
m e c h a n ic s .  I n  t h i s  a n a l y s i s  t h e  c o n c e p t  w i l l  n o t  be d i s c u s s e d  
i n  d e t a i l .  The H u r p h r e e  t r a y  e f f i c i e n c y ,  >jv , w i l l  be.  t h e  samen |)
f o r  each  c om ponen t  and  c o n s t a n t  f rom  t r a y  t o  t r a y .
3 . 3 . 4  P h y s i c a l  P r o p e r t i e s
T h e re  a r e  s e v e r a l  i m p o r t a n t  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  d i r e c t l y  
i n v o l v e d  i n  t h e  a n a l y s i s ,  among them a r e  t h e  l i q u i d  m o la r  
v o lu m e ,  t h e  v a p o r  e n t h a l p y ,  Hn, and t h e  l i q u i d  e n t h a l p y ,  
h^ .  A l l  o f  t h e s e ,  a r e  f u n c t i o n s  o f  c o m p o s i t i o n  , t e m p e r a t u r e  
and p r e s s u r e  w h ic h  can  be e x p r e s s e d  i n  g e n e r a l  fo rm  as f o l l o w
H = H ( T \  T , p )
n  n  n  yy
( 14)
h = h ( T ,  T , p )r> n r> r r, ( 15)
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The h e a t  c a p a c i t i e s  o f  t h e  e q u ip m e n t  i n  c o n t a c t  w i t h  t h e  
l i q u i d  h o l d u p  i n  each  s t a g e ,  a r e  assumed i n d e p e n d e n t  o f  
t e m p e r a t u r e .
3 . 3 . 5  Hea t  t r a n s f e r
The r a t e  o f  h e a t  l o s s ,  i n  each s t a g e  can be f o r m u l a t e d  by
u s i n g  a s i m p l e  d r i v i n g  f o r c e  w h ic h  i s  a t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  
be tween  t h e  l i q u i d  h o l d u p  and  t h e  s u r r o u n d i n g s ,  (T  - T  ) .  Th©n ©
o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  and t h e  h e a t  t r a n s f e r  a r e a
can be r e g a r d e d  as a com b in e d  c o n s t a n t ,  (UA) . As a r e s u l t  o fn
t h i s ,  t h e  r a t e  o f  h e a t  l o s s  can t h e n  be e x p r e s s e d  by
) = (UA) (T  -  T ) ( 1 7 )n n n S
I t  i s  assumed t h a t  t h e  r a t e  o f  h e a t  s u p p l i e d  by  t h e  h e a t i n g
medium i n  t h e  r e b o i l e r ,  Q and  t h e  r a t ©  o f  h e a t  r e j e c t e d  byB»
t h e  c o n d e n s e r ,  Q , can be c o n t r o l l e d  t o  f o l l o w  t h e  c o u r s e  o fc
t h e  d e s i r e d  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n  o f  t h e  p r o c e s s .  The c o n t r o l  
s y s te m s  g o v e r n i n g  t h i s  w i l l  n o t  d i s c u s s e d  i n  t h i s  a n a l y s i s .
3 . 3 . 6  H o ld u p  D ynam ics
The re  a r e  t h r e e  k i n d s  o f  h o l d u p  i n  t h e  s y s t e m ,  nam e ly  t h e
r e b o i l e r  h o l d u p ,  H , t h e  t r a y  h o l d u p s ,  M , and t h eN+& T\
a c c u m u l a t o r  h o l d u p ,  Hq . D u r i n g  a n o rm a l  o p e r a t i o n ,  t h e
r e b o i l e r  h o l d u p  d e c r e a s e s  w i t h  t i m e  u n l e s s  t h e r e  i s  enough 
f e e d  s u p p l y  t o  r e s t o r e  i t .  T h i s  d y n a m ic a l  b e h a v i o u r  i s  
l i m i t e d  p r e d o m i n a n t l y  by t h e  m a t e r i a l  and h e a t  b a l a n c e  i n  t h e  
r e b o i l e r  s u b s y s te m .  Whereas t h e  d y n a m ic a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  
t r a y  H o ld u p s  i s  n o t  o n l y  l i m i t e d  by t h e i r  m a t e r i a l  and h e a t  
b a l a n c e  b u t  a l s o  by  t h e  momentum b a la n c e  w h ic h  i n v o l v e s  t h e  
c o m p l i c a t e d  t r a y  f l u i d  d y n a m ic s .  However ,  some s i m p l i f i c a t i o n
o f  t h e  t r a y  d y n a m ic  c o n c e p t  can be made t o  ease t h e  s o l u t i o n
o f  t h e  m ode l .  I n  t h i s  a n a l y s i s  t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p  i s  
assumed t o  have t h e  same d y n a m i c a l  l i m i t a t i o n  as t h e  t h e  t r a y  
h o l d u p s .
The d yna m ic  b e h a v i o u r  o f  t h e  t r a y  and t h e  a c c u m u l a t o r  h o l d u p s  
can be d e s c r i b e d  by  one o f  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  mode ls  w h ic h  
have been v a r i o u s l y  e m p lo y e d  by Meadows ( 1 9 6 3 ) ,  D i s t e f a n o
( 1 9 6 8 a ) ,  Luyben ( 1 9 7 1 ) ,  F r a n k s  ( 1 9 7 2 ) ,  Guy ( 1 9 8 3 ) ,  and
S r i v a s t a v a  ( 1 9 8 7 ) :
1) C o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  mode l
In  t h i s  m o d e l ,  t h e  m o la r  h o l d u p  i n  each t r a y  and i n  t h e  
a c c u m u l a t o r  i s  assumed c o n s t a n t .  T h i s  model can be e x p r e s s e d  
i n  d i f f e r e n t i a l  f o rm  as
dM
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2 )  C o n s t a n t  vo lum e  h o l d u p  model
The vo lum e  h o l d u p  w h ic h  can be e x p r e s s e d  by t h e  m u l t i p l i c a t i o n
o f  t h e  m o la r  h o l d u p  and i t s  m o la r  v o lu m e ,  H ^  , i n  each t r a yn n
and t h e  a c c u m u l a t o r  i s  assumed c o n s t a n t .  I n  a d i f f e r e n t i a l  
f o r m ,  t h e  f o r m u l a t i o n  i s
dM <p
n "  = 0 (1 9 )d t
3 )  H y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  model
In  t h i s  m o d e l ,  t h e  l i q u i d  h o l d u p  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l i q u i d  
f l o w  l e a v i n g  t h e  s u b s y s t e m .  The r e l a t i o n s h i p  can be e x p r e s s e d
in  d i f f e r e n t i a l  f o r a  by  u s i n g  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t ,  t  .n
dM dL
TTt~ “  Tn dt (20>
4 )  S i m p l i f i e d  t r a y  d y n a m ic  model
H e re ,  t h e  l i q u i d  vo lum e  h o l d u p ,  G , i s  r e l a t e d  t o  t h e  l i q u i dn
f l o w ,  L , t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  c o lu m n ,  A , t h e  w e i r  n ©
h e i g h t ,  I*v , and t h e  w e i r  c o n s t a n t ,  Wc i
G = A ( L + W La / ® ) ( 2 1 )n s w c n
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3.4 Integration Of The Dynamic Model
The above m ode ls  o f  m u l t i  com ponent  b a t c h  d i s t i l l a t i o n s  a r e  
each a c o m p l i c a t e d  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i o - a l g e b r a i c  e q u a t i o n  
( D . A . E .  s y s t e m ) ,  w h ic h  c o m p r i s e s  i d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  
t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e s ,  t h e  com ponen t  b a l a n c e s ,  and t h e  
h e a t  b a l a n c e s ,  n o n - l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  o f  t h e  
v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a ,  and some e x p l i c i t  f o r m u l a t i o n s  o f  t h e  
p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s te m .  The s o l u t i o n  o f  t h e s e  
D . A . E .  s y s te m s  r e q u i r e s  a w e l l - p l a n n e d  a l g o r i t h m  b e f o r e  t h e y  
can be t r a n s l a t e d  i n t o  r o b u s t  c o m p u te r  r o u t i n e s .  A l t e r n a t i v e  
t e c h n i q u e s  f o r  d e v i s i n g  such  an a l g o r i t h m  a r e  t h e  f o l l o w i n g .
3 . 4 . 1  Backward  D e r i v a t i v e  T e c h n iq u e
The b ac k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  i s  based on t h e  i d e a  t h a t  
c e r t a i n  d e r i v a t i v e s  i n  a D . A . E .  sys tem  w h ic h  do n o t  v a r y  v e r y  
much w i t h  t i m e  can be s u b s t i t u t e d  by t h e i r  a p p r o x i m a t e  back  
wa rd  d e r i v a t i v e s  o f  a l o w e r  o r d e r .  As a r e s u l t  o f  t h i s  some 
o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t h e  D .A .E .  s y s te m  a r e  r e d u c e d  
i n t o  o r d i n a r y  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s .  T h i s  t e c h n i q u e  has been 
em p lo yed  by  D i s t e f a n o  (1 9 6 8 a )  f o l l o w e d  by  F r a n k s  ( 1 9 7 2 ) ,  
S t e w a r t  e t  a l .  ( 1 9 7 3 ) ,  and B o s to n  e t  a l .  ( 1 9 8 0 ) .
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3.4.1.1 Formulation of the backward derivative approximations
I n  t h e  above D . A . E .  s y s te m s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h
d i s t i l l a t i o n ,  t h e  d e r i v a t i v e s  w h ic h  can  be s u b s t i t u t e d  by 
a p p r o x i m a t i o n  a r e  a l l  o f  t h e  s t a g e  t e m p e r a t u r e s ,  T , t h e
n
l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  h , and t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p s ,  H ,n n
e x c e p t  t h e  r e b o i l e r  h o l d u p ,  H . The a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e sN + i
can be c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  a t  t i m e  t  and th©
p r e v i o u s l y  s t o r e d  v a l u e s  a t  t i m e  t  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l©
v a r i a b l e s .  The c a l c u l a t i o n  can be c a r r i e d  o u t  by u s i n g  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m u l a e .
dH H ( t )  -  H ( t  )"  ... £ u n n o
dT T ( t )  -  T ( t  )
ta  % 6 T = "  n— (23)d t  t n t  — t ©
dh h ( t )  -  h ( t  )
n ss <$ h = n ^ ----- .» n (2 4 )d t  i n  t  -  t ©
3 . 4 . 1 . 2  H o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  D .A .E .  sy s te m
By u s i n g  t h e  above  a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s  t h e  a r ra n g e m e n t  o f  
t h e  D . A . E .  s y s te m  can  be m o d i f i e d .  The number o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  i s  r e d u c e d .  The r e m a i n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
c o m p r i s e  m a i n l y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  mole
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f r a c t i o n s ,  Xv , and t h e  r e b o i l e r  h o l d u p ,  ♦ The m o d i f i e d  
s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  can be d e r i v e d  by  r e a r r a n g i n g  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  and 
t h e  component  b a l a n c e s ,  e q u a t i o n s  ( 1 ) t o  ( 6 ) .
d t H { F (X *O FO V (Y’*'A 1 D (YvO i -  < > } ( 2 5 a )
dX«
d t 4 — 1 F (X*. -  X L ) + V (Y l  -  x Sn I n  F n  n n + l  n + i  nn I
' + D ) ( Yl -  X1) 1
n v n  n n
+ L (X* -  Xv ) -  (V
n -A  n -A  n ( 2 5 b )
"d t  "  I Tcr {
dX
"  - 1 XN+A} + V C "
~ (VM + D M ©M Y* -  x v ) I  ( 2 5 c )N+A v N + A  N +A  N+A }
dH
N+t = Fm + L -  V „ -D, - I )  ( 2 5 d )d t  N+A N  N+A lN+1 VN+A
The above s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  can be s o l v e d  
n u m e r i c a l l y  p r o v i d e d  a l l  t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p s ,  t h e  l i q u i d  
f l o w s ,  t h e  v a p o r  f l o w s ,  and  t h e  v a p o r  c o m p o s i t i o n  can be 
c a l c u l a t e d  s i m u l t a n e o u s l y  a t  any  t i m e .
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3.4.1.3 Difference equations for the vapor and the liquid flow
I n  p r a c t i c e ,  t h e  f e e d  f l o w s  and t h e  f l o w s  o f  s i d e - p r o d u c t  
s t r e a m s  a r e  a l l  d e f i n e d  a c c o r d i n g  t o  c e r t a i n  o p e r a t i n g  
p o l i c i e s ,  l i k e  t h e  r e f l u x  r a t i o ,  so t h a t  t h e y  can have f i x e d  
v a l u e s  o r  t h e y  can be r e l a t e d  t o  t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d  
f l o w s .  T h e r e f o r e ,  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s ,  ( 2 5 ) ,  has o n l y  two 
p r o f i l e s  w h ic h  have n o t  been d e t e r m i n e d ,  nam e ly  t h e  v a p o r  
f l o w s  and t h e  l i q u i d  f l o w s .
The v a p o r  and t h e  l i q u i d  f l o w s  can be c a l c u l a t e d  
s i m u l t a n e o u s l y  t h r o u g h  a s i m p l e  s y s te m  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  
w h ic h  can be d e r i v e d  by  t h e  c o n c e p t  o f  t h e  b ac k w a rd  d e r i v a t i v e  
t e c h n i q u e .  F i r s t  o f  a l l ,  a l l  o f  t h e  L . H . S .  o f  t h e  h e a t  
b a l a n c e  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  ( 7 )  t o  e q u a t i o n  ( 9 ) ,  a r e  
s i m p l i f i e d  i n t o  t h e i r  i n d i v i d u a l  d e r i v a t i v e s .  Then t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e s  and t h e  t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s  
a r e  s u b s t i t u t e d  by t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  a p p r o x i m a t i o n s ,  w h i l e  
t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  l i q u i d  h o ld u p s  a r e  r e t a i n e d  f o r  t h e  n e x t  
s u b s t i t u t i o n s .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r m e d i a t e  
e q u a t i o n s .
d f «  h + C (T  -  T )1 dH[  N+i n +i  f n +a N+i n J __ . N+1 + H S h
d t  N+A d t  N+A t N+A
+ C 6  T ( 2 8 )PN+A t N+A
The n e x t  s t e p  i s  t o  e q u a t e  e q u a t i o n  ( 7 ) ,  e q u a t i o n  ( 8 ) ,  and 
e q u a t i o n  ( 9 )  w i t h  e q u a t i o n s  ( 2 6 ) ,  e q u a t i o n  ( 2 7 ) ,  and e q u a t i o n  
( 2 8 )  r e s p e c t i v e l y .  F o l l o w i n g  t h i s ,  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
l i q u i d  h o l d u p s  o f  t h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  a r e  each s u b s t i t u t e d  
by  t h e . R . H . S  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  
e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 3 ) ,  and ( 5 )  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  
r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  s u b s y s te m  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .
F (h  -  h ) + V CH -  h i  -  D (H -  h > -  H S h
O FO O £ 1 O VO O O ©  I ©
-  C 6  T -  Q -  = 0 ( 2 9 a )P © t © © C
F Ch -  h ) + V CH ~ h 1 + L (h -  h )n Fn n n+A n + i  n r » -1 n—A n
“  (V + D ) ( H - h  ) -  H 6 h - C  6  T -  Q = 0  ( 2 9 b )
n v n  n n n I n Fn  t  n n
F (h  -  h ) — ( V + D  ) (H  -  h )
N +A  FN+A N+A N +A  VN+S N +A  N +A
+ L (h  -  h ) -  H <5 h -  C 6  T -  Q + Q = 0 ( 2 9 c )
N  N N +A  N +A  t N + 1  P N + 1 t N + 1  N+A B
T h i s  s u b s y s te m  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  e q u a t i o n  (2 9 )  i s  n o t  
y e t  c o m p le t e  because  b o t h  t h e  v a p o u r  f l o w s  and t h e  l i q u i d
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f l o w s  p r o f i l e s  a r e  s t i l l  p r e s e n t  i n  t h e  L . H . S .  o f  t h e  
e q u a t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  t h e r e  a p p e a r  o t h e r  q u a n t i t i e s  i n v o l v e d  
i n  t h e  e q u a t i o n ,  n a m e ly  t h e  s t a g e  t e m p e r a t u r e s ,  t h e  v a p o r  
e n t h a l p i e s ,  t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p s ,  
and t h e  h e a t  f l o w s .  However ,  t h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  in d e p e n d e n t  
o f  b o t h  t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d  f l o w s ,  and t h e r e f o r e  t h e y  can 
be c a l c u l a t e d  i n  advance  t h r o u g h  s e p a r a t e  r o u t i n e s .
T h e re  a r e  f o u r  a l t e r n a t i v e  methods  a v a i l a b l e  t o  c o m p le t e  t h e  
above  e q u a t i o n  ( 2 5 )  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f o u r  a l t e r n a t i v e  
m ode ls  o f  t h e  h o ld u p  d y n a m ic s  w h ic h  have been p r e v i o u s l y  
d i s c u s s e d .
1) U s i n g  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  mode l
In  t h i s  m o d e l ,  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p  i s  
e q u a l  t o  z e r o  a c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 1 8 ) .  I t  a p p l i e s  t o  a l l  
s t a g e s ,  e x c e p t  f o r  t h e  r e b o i l e r  h o l d u p .  The a p p l i c a t i o n  o f  
t h i s  model  t o  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  
( 1 )  and ( 3 ) ,  w i l l  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s
F + V -  L -  D, -  B = 0  ( 3 0 a )
O  4 O  l ©  v O
F + V + L - V - L  -  B -  D, = 0 ( 3 0 b )
n n + i n - i  n n Vn In
2 )  U s in g  t h e  c o n s t a n t  vo lum e  h o l d u p  mode l
By c o n t r a s t ,  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p s  i n
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t h i s  model a r e  n o t  e q u a l  t o  z e r o  b u t  a r e  e q u a te d  t o  t h e i r  
b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  As a r e s u l t  o f  t h i s  t h e  
o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n s  can be t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  
f o l l o w i n g  e q u a t i o n s .
3 )  U s in g  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  model
H e re ,  t h e  l i q u i d  f l o w  p r o f i l e  c o n s t i t u t e s  a n o t h e r  s u b s y s te m  o f  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h ic h  has t o  be s o l v e d  s i m u l t a n e o u s l y  
w i t h  t h e  m o d i f i e d  s y s te m  o f  d e f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n  
( 2 5 ) ,  i n  t h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n .  T h i s  s t r a t e g y  makes t h e  
above  s u b s y s te m  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ^  e q u a t i o n  ( 3 0 ) ,  
c o m p le t e  i n  i t s e l f .  Whereas t h e  c o n s t i t u e n t  o f  t h e  m o d i f i e d  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  added w i t h  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  
b a l a n c e  e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n s  ( 1 )  and ( 3 ) ,  and t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  f l o w s .  The l a t t e r  can be d e r i v e d  
d i r e c t l y  by  s u b s t i t u t i n g  t h e  L . H . S .  o f  e q u a t i o n  (2 0 )  w i t h  t h e  
R .H .S .  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n .
O l a )
dL 1 {© I) 5- ( 3 2 a )V ©  Id t Tn
dL i { Dln }  <32b>od t T n
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I n  t h i s  c a s e ,  t h e  l i q u i d  f l o w  p r o f i l e  can be c a l c u l a t e d  by 
s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  s i m p l i f i e d  t r a y  d yna m ic  m ode l ,  
e q u a t i o n  ( 2 1 ) .
4) Using the simplified tray dynamic model
S i n c e  t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p s  a r e  n o t  c o n s t a n t ,  t h e  
c o n s t i t u e n t  o f  t h e  m o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  
D . A . E .  s y s te m  i s  added by  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  
e q u a t i o n s  ( 1 ) and ( 2 ) .
3 . 4 . 1 . 4  B u b b l e - p o i n t  c a l c u l a t i o n
As has  been s t a t e d  a b o v e ,  t h e  s u b s y s te m  o f  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n s  ( 2 9 ) ,  i s  c o m p le t e  i f  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s ,  t h e  
l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  t h e  v a p o r  c o m p o s i t i o n s ,  t h e  v a p o r  
e n t h a l p i e s  and t h e  l i q u i d  m o la r  v o lum e s  a r e  known.  These 
unknowns can be s o l v e d  s u c c e s s i v e l y  b e g i n n i n g  f ro m  t h e  
c a l c u l a t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s .
The t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  can be c a l c u l a t e d  by  s o l v i n g  t h e  
a l g e b r a i c  e q u a t i o n  o f  v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a ,  e q u a t i o n  ( 1 2 ) ,  
known as t h e  b u b b l e - p o i n t  c a l c u l a t i o n .  The method o f  s o l u t i o n  
a d o p t e d  i n  t h i s  a n a l y s i s  i s  t h e  New ton-Raphson method w h ic h
( 3 3 )
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can  be e x p l a i n e d  i n  g e n e r a l  as f o l l o w s .
F i r s t  o f  a l l ,  t h e  above e q u a t i o n  ( 1 2 ) i s  r e f o r m u l a t e d  as  a 
f u n c t i o n  o f  T_.
NCere
> Kl < T \  T )X l  - 1  = 0 ( 3 4 )/ n n n nf  ■■■j
i  -
The t e m p e r a t u r e  T^ can t h e n  b© c a l c u l a t e d  i t e r a t i v e l y  by  u s i n g  
t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a .
E (T  , T *  ) =n n r*
E (T  )
T n  n . „  =  L  old "  ' r t "  ( 3 5 >
n old
3 . 4 . 1 . 5  A l g o r i t h m s  o f  t h e  ba c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  above
m o d i f i e d  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  by  a n u m e r i c a l  
i n t e g r a t o r  r o u t i n e ,  c e r t a i n  s u b r o u t i n e s  t o  c a l c u l a t e  th©  
S . H . S .  o f  t h e  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  needed .  
The f o l l o w i n g  a r e  s e v e r a l  exam p les  o f  such  a l g o r i t h m s  w h ic h  
can be used  as a g u i d e  t o  c o n s t r u c t  t h e  r e q u i r e d  s u b r o u t i n e s .  
The a l g o r i t h m s  a r e  based  on t h e  assumed o p e r a t i n g  p o l i c y  where  
t h e  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V , i s  h e l d  c o n s t a n t  and t h e
s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s  and t h e  p o s s i b l e  f e e d  s t re a m s  a r e
s p e c i  f i e d .
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1> A l g o r i t h m  f o r  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  model
S t e p  1
P e r f o r m  t h e  b u b b l e - p o i n t  c a l c u l a t i o n  , u s i n g  e q u a t i o n s  (3 4 )  and 
( 3 5 )  t o  d e t e r m i n e  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e ,  T^,  based on t h e  
c u r r e n t  v a l u e  o f  t h e  l i q u i d  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e ,  X \  a t  t i m e  tn
and t h e  c o n s t a n t  p r e s s u r e  p r o f i l e ,  p .  The i t e r a t i o n  can s t a r tn
f r o m  e i t h e r  t h e  p r e v i o u s l y  s t o r e d  v a l u e  o f  T o r  a c e r t a i n  
f i x e d  v a l u e .
S t e p  2
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e ,  Y^, u s i n g  e q u a t i o n ^  
( 1 0 )  and ( 1 3 ) .  The c a l c u l a t i o n  can be p e r f o r m e d  e a s i l y  i f  i t  
s t a r t s  f r o m  t h e  b o t t o m  t o  t h e  t o p .
S t e p  3
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  e n t h a l p i e s  II ^  and t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  
by  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 4 )  and e q u a t i o n  ( 1 5 )  r e s p e c t i v e l y .
S t e p  4
C a l c u l a t e  t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e s ,  6 T and 6 h , by u s i n gI n  I n
e q u a t i o n  (2 3 )  and ( 2 4 )  r e s p e c t i v e l y .  The c a l c u l a t i o n s  a r e
each  based on t h e  c u r r e n t  v a l u e s  a t  t i m e  t  and t h e  p r e v i o u s l y
s t o r e d  v a l u e s  a t  t i m e  t  .o
S t e p  5
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  l o s s  p r o f i l e ,  Q^, by u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 7 ) .
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C a l c u l a t e  t h e  l i q u i d  f l o w ,  Lq , and t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,  
Q , based  on t h e  s p e c i f i e d  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V . T h i s  can 
be p e r f o r m e d  by u s i n g  e q u a t i o n  (2 9 a )  and  e q u a t i o n  ( 3 0 a ) .
S t e p  7
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  V , and  t h e  l i q u i d  f l o w  
p r o f i l e ,  L , s t a r t i n g  f r o m  s t a g e  number 1 t o  s t a g e  number N. 
T h i s  can be done by  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 9 b )  f o r  V ^ ^ a n d  e q u a t i o n  
(3 0 b )  f o r  s u c c e s s i v e l y  f o r  each s t a g e .
S t e p  8
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  f l o w  s u p p l i e d  t o  t h e  r e b o i l e r ,  Q , u s i n gQ
e q u a t i o n  ( 2 9 c ) .
S t e p  9
C a l c u l a t e  t h e  R .H .S  o f  t h e  m o d i f i e d  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 5 a )  t o  < 25d ) .
2 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  c o n s t a n t  vo lum e  h o l d u p  model
S t e p  1 and 2
The same as  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  3
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  e n t h a l p i e s ,  H^, t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  h^ ,  
and t h e  l i q u i d  m o la r  v o lu m e ,  by u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 4 ) ,
e q u a t i o n  ( 1 5 ) ,  and e q u a t i o n  (1 6 )  r e s p e c t i v e l y .  Then c a l c u l a t e
Step 6
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t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p  p r o f i l e ,  M , based  on t h e  c a l c u l a t e d
n
l i q u i d  m o la r  v o lu m e .
S t e p  4
C a l c u l a t e  t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e s ,  H , S T  , and S h , byI n  t n I n J
u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 2 ) ,  e q u a t i o n  ( 2 3 ) ,  and e q u a t i o n  ( 2 4 )  
r e s p e c t i v e l y .  The c a l c u l a t i o n  a r e  each  based  on t h e  c u r r e n t  
v a l u e s  a t  t i m e  t  and  t h e  p r e v i o u s l y  s t o r e d  v a l u e  a t  t im e  t  .
S t e p  5
The same as t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  l i q u i d  f l o w ,  L ^ ,  and t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,  
Q , based  on th© c o n s t a n t  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V . T h i s  can— A
be p e r f o r m e d  by u s i n g  e q u a t i o n  (2 9 a )  and e q u a t i o n  O l a ) .
S t e p  7
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  V , and t h e  l i q u i d  f l o w
n+l
p r o f i l e  s t a r t i n g  f r o m  s t a g e  number  1 t o  s t a g e  number H. 
T h i s  can be done by  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 9 b )  f o r  V and e q u a t i o n  
( 3 1 b )  f o r  s u c c e s s i v e l y  f o r  each s t a g e .
S t e p  8 and 9
The same as t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
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3 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  h y d r a u l i c  t im e  c o n s t a n t  model
S t e p  1 t o  5
The same as  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w  Q based  on t h e  c o n s t a n tc
o v e r h e a d  v a p o r  f l o w  V^. T h i s  can be p e r f o r m e d  by u s i n g  
e q u a t i o n  ( 2 9 a ) .
S t e p  7
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  Vn+3L» u s i n g  e q u a t i o n
( 2 9 b )  f r o m  s t a g e  number 1 t o  s t a g e  number N.
S t e p  8
The same as  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  9
C a l c u l a t e  t h e  R .H .S .  o f  t h e  m o d i f i e d  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 3 ) ,  ( 5 ) ,  ( 2 5 a )  t o  (25d> ,  and 
( 3 2 a )  t o  ( 3 2 b ) .
4 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  s i m p l i f i e d  t r a y  d y n a m ic  model 
S t e p  1 and 2
The same as t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
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C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  e n t h a l p i e s ,  t y ,  t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  h^ ,  
and  t h e  l i q u i d  m o la r  v o lu m e ,  <p^ t by u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 4 ) ,  
e q u a t i o n  ( 1 5 ) ,  and e q u a t i o n  ( 1 6 )  r e s p e c t i v e l y .  Then c a l c u l a t e  
t h e  l i q u i d  m o la r  h o l d u p  p r o f i l e ,  M , based  on t h e  c a l c u l a t e dn
l i q u i d  m o la r  v o lu m e .
S t e p  4 and 5
The same as t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  l i q u i d  f l o w ,  Lo , and t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,
Q , based  on t h e  c o n s t a n t  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V . T h i s  canC A
be p e r f o r m e d  by  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 9 a )  and e q u a t i o n  ( 3 3 ) .
S t e p  7
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  and t h e  l i q u i d  f l o w
p r o f i l e ,  t y ,  s t a r t i n g  f r o m  s t a g e  number 1 t o  s t a g e  number N. 
T h i s  can  be done by  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 9 b )  f o r  V and e q u a t i o n  
( 3 3 )  f o r  s u c c e s s i v e l y  f o r  each  s t a g e .
S t e p  8
The same as t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  m ode l .
S t e p  9
C a l c u l a t e  t h e  R .H .S .  o f  t h e  m o d i f i e d  sy s te m  o f  d i f f e r e n t i a l
e q u a t i o n s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 3 ) ,  ( 5 ) ,  and (2 5 a )  t o  ( 2 5 d ) .
Step 3
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3.4.2 Analytical Derivative Technique
From t h e  above d i s c u s s i o n  o f  t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  
t e c h n i q u e ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  t im e  i s  a f f e c t e d  
by  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  whose t r a j e c t o r y  
w i t h  t i m e  i s  r e l a t e d  by  t h e  i m p l i c i t  e q u a t i o n  o f  t h e  
v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a .  The bac k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  
s o l v e s  t h e  i m p l i c i t  e q u a t i o n  by t h e  Newton-Raphson  t e c h n i q u e  
w h ic h  i s  an i t e r a t i v e  method and t h e r e f o r e  demands s e v e r a l  
f u n c t i o n  e v a l u a t i o n s .
The a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  d e v e lo p e d  h e r e  a d o p t s  
a n o t h e r  way o f  r e l a t i n g  t h e  t r a j e c t o r y  o f  th© t e m p e r a t u r e  
p r o f i l e  w i t h  t i m e ,  n a m e ly  t r a n s f o r m i n g  t h e  i m p l i c i t  e q u a t i o n  
o f  t h e  v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a  i n t o  i t s  d i f f e r e n t i a l  f o r m .  
T h i s  t e c h n i q u e  makes t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  l e s s  i t e r a t i v e  t h a n  t h e  b a c k w a rd  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  a t  t h e  c o s t  o f  c a l c u l a t i n g  s e v e r a l  
a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e s .
3 . 4 . 2 . 1  D i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a
The i m p l i c i t  e q u a t i o n  o f  t h e  v a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i a  as 
f o r m u l a t e d  by e q u a t i o n  ( 3 4 )  can be t r a n s f o r m e d  i n t o  i t s  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h i s  can be done by  t r e a t i n g  t h e  
R .H .S .  o f  t h e  e q u a t i o n  as a f u n c t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e ,  T , 
and t h e  c o m p o s i t i o n ,  X \  w h ic h  i s  p o s s i b l e  due t o  t h e  aboven
p r i m a r y  a s s u m p t io n  o f  t h e  c o n s t a n t  p r e s s u r e  p r o f i l e .
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E = E ( T , TT* > = 0n n n n (36)
S i n c e  b o t h  t h e  t e m p e r a t u r e  and  t h e  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e s  change 
w i t h  t i m e ,  t h e n  e q u a t i o n  ( 3 6 )  can be d i f f e r e n t i a t e d  t o  g i v e  
t h e  d e s i r e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n *
dE i
d t
a e
a t
dTT
"d t ”
NCMOM)
L
x. =A
a e
a x
dx 'i
d t = 0 (3 7 )
n
3 * 4 . 2 * 2  F o r m u l a t i o n  o f  s e v e r a l  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e s
The above  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  v a p o r - l i q u i d  
e q u i l i b r i a ,  e q u a t i o n  ( 3 7 ) ,  p r o v i d e s  a b a s i c  f o r m u l a t i o n  o f  
r e l a t i n g  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  
w i t h  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e .  The b a s i c  
f o r m u l a t i o n  can be d e r i v e d  by  i n t r o d u c i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  
g r a d i e n t  i n  t h e  c o m p o s i t i o n  s p a c e ,  T*
a e n
a xl
~ ~ -------------    ( 3 8 )xn .  ,  _ .
f 9 En
a TI " J
so t h a t  e q u a t i o n  ( 3 7 )  can be m o d i f i e d  t o  f o r a  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s h i p .
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T T  " I<g— rr tdT £ £ Tbxn dXvnd t (39)i =1
E q u a t i o n  ( 3 9 )  can i n  t u r n  h e l p  t o  f o r m u l a t e  t h e  a n a l y t i c a l  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  l i q u i d  e n t h a l p y  and t h e  l i q u i d  m o la r  
v o lu m e .  The p r i m a r y  a s s u m p t io n  o f  t h e  c o n s t a n t  p r e s s u r e  
p r o f i l e  a l s o  makes i t  p o s s i b l e  t o  t r e a t  b o th  t h e  l i q u i d  
e n t h a l p y  and t h e  l i q u i d  m o la r  vo lume each as a f u n c t i o n  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  T^, and t h e  c o m p o s i t i o n ,  X*,  so  t h a t  t h e y  can be 
d i f f e r e n t i a t e d  t h u s :
dh i
~dt~
a h
a T
dTt
d t
NC  
i  s i
a h
a x
n
~dt~ ( 4 0 )
d#>n
d t
a pr
T f
dT i
d t
NC
I
i  - 1
a pn
a xln
dX
d t ( 4 1 )
By s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 3 9 )  
a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
m o la r  vo lum e can be e x p r e s s e d  
( 3 9 ) .
t o  e q u a t i o n s  (4 0 )  and ( 4 1 ) ,  t h e  
l i q u i d  e n t h a l p y  and t h e  l i q u i d  
i n  a f o rm  s i m i l a r  t o  e q u a t i o n
dh NC
" - - 1
dXt
dt (42)
i =i
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dp
r
d t
NC
■ I xn
dXln
d t (43)
1, =4
where  t h e  g r a d i e n t s  o f  t h e  l i q u i d  e n t h a l p y ,  and t h e
l i q u i d  m o la r  v o lu m e ,  i n  t h e  c o m p o s i t i o n  space  a r e  g i v e n
r e s p e c t i v e l y  by
&  h a  h —„ + — 2.
a x% xn a t
(4 4 )
xn d x1 xn a Tn n
3 . 4 . 2 . 3  M o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  D .A .E .  sy s te m
F o r  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e ,  t h e  c o n s t i t u e n t  o f  
t h e  m o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  D .A .E .  s y s te m  
b a s i c a l l y  c o n s i s t  o f  : t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n s  
( 1 ) ,  ( 3 ) ,  ( 5 ) ;  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  l i q u i d
c o m p o s i t i o n s ,  ( 2 5 a )  t o  ( 2 5 c ) ;  and t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  
t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e .  F o r  t h e  sake  o f  c l a r i f i c a t i o n ,  t h e  
m o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  can be shown as f o l l o u s
dM
°  = F + V -  L -  D, -  D ( 4 6 a )d t  O 4 O lO  v o
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dx;
d t H© { F (X -© F© Xo> V (Y -1 A Xo> - D ( YV © to x S  | °  °
dXvn
dT . d x 1
°  '  X1 °d t  x© d t
i =1
dH
— ta = F +  V + L - V - L - D - D
d t  n n+A n~ l n n Vn In
i — /  F ( X kn I n Fin I.
  —B X . . .  -  X * )  + V <YV -  x v )uX H n  n n+A n+A n
+ L cxv - xta ■= (V + D HY1- ^;
n -1  n — A n n v n  n n
dT t a  dXl© _ \ n
d t  /  xn d t
i  =A
dH
N+A—% * = F + L -  V ~D -Da t  N+A N  N+A IN+A vN+A
dX
N+A
d t
N+A
F ( X 1 -  Xi ) + L ( X 1-  x l  )N+A FN+A  N+A N  N  N+A
-  (V + D ) ( Y l  ~ }C  )
N+A v N + A  N + 1  N+1
(46b)
(46c)
(46d)
(46©)
(46f)
(46g)
(46h)
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dT
d (46i )
S i m i l a r  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  m o d i f i e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  
t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e ,  t h e r e  a r e  t h r e e  p r o f i l e s  
w h ic h  have t o  be a v a i l a b l e  s i m u l t a n e o u s l y  a t  any  t i m e  i n  o r d e r  
t o  s o l v e  e q u a t i o n  ( 4 6 )  n u m e r i c a l l y .  Those p r o f i l e s  ar© t h e  
v a p o r  f l o w s ,  t h e  l i q u i d  f l o w s ,  and t h e  v a p o r  c o m p o s i t i o n s .
3 . 4 . 2 . 4  D i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  o f  t h e  v a p o r  and t h e  l i q u i d  f l o w s
To d e r i v e  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  o f  t h e  v a p o r  and  t h e  l i q u i d  
f l o w s ,  a l l  o f  t h e  L . H . S .  o f  t h e  h e a t  b a l a n c e  e q u a t i o n s ,  ( 7 )  t o  
( 9 ) ,  a r e  d i f f e r e n t i a t e d  i n t o  t h e i r  i n d i v i d u a l  d e r i v a t i v e s  as 
i n  t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e .  Howeve r ,  t h e
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e s  and t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s  a r e  
t h e n  s u b s t i t u t e d  by  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  
f o r m u l a s  i n s t e a d  o f  t h e i r  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  
The r e s u l t s  o f  t h i s  t r e a t m e n t  a r e
o
i
+ h © (47)© dt
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V ]  = h dMN+A
d t  N+A d t
NC ~ dXlZ / *  V  ca. U Af  *+A ( 4 9 )
! xN+ A M J d tN+Ais !
F o l l o w i n g  t h i s ,  th©  d e s i r e d  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  can be 
e s t a b l i s h e d  by  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  < 7 ) ,  ( 2 5 a )  i n t o
e q u a t i o n  ( 4 7 ) ,  e q u a t i o n s  ( 3 ) ,  ( 8 ) ,  ( 2 5 b )  i n t o  e q u a t i o n  ( 4 8 ) ,  
e q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 9 ) ,  ( 2 5 c )  i n t o  e q u a t i o n  ( 4 9 ) .
F o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u a u l a t o r  s u b s y s te m  t h e  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n s  a r e
<*F + 6 V -  c l )  ~ Q -  Q = 0 ( 5 0 a )1 A VO © €3
where
6 = - ho
NC
I
i =i
( h vxo
PO
M Tv ) (Y *  -xO & XUc (50c)
n c  c
= H„ - h„ ■ y  (hL  + — 5“  ll?‘ - xS (50d)o  o  /  xo  n xo  © o*— 1 oi =4
The d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t r a y  number n s u b s y s te m  a r e  
as f o l l o w s
aV - 5 ( V  -i- D ) 5- ch + dF -  Q = 0 (5 0 e )
n+i  n v n  n-4 n n
where
n c  c
a  -H -  h -  Y(bi  + — Tl  M Y 1 -  X1 ) < 5 0 f )
n-e-4 n /  xn M xn n-t-A n
*— * nt=l
NC
b  = H
' . - I (h +xn
Pn
M Tl
%.=! n
) ( Y -xn n Xv ) ( 5 0 g )n
NC c
= H -  h -  y  ( h l  + T l  X X 1 -  x S  ( 5 0 h )n-4  n /  xn H xn n -1  n
ni =1
NC
d  = H
F n - h» -  z* -  —a (h PnM ) (X lFn x1”)n (5 0  i  )i =i
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And f o r  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  r e b o i l e r  s u b s y s te m  
a r e  as f o l l o w s
aF + foL -  c  ( V + »  ) + Q  -  Q = 0 (50  i )
N+A N  N+A VN+A N+A B J
where
NC ,,
°  = * w -  w -  Y  <hL « + F 1 Tt a )<xrN«- XL >  (50k>
f"—* N+A
V = A
N c  c
h -  h -  V  ( h l  + t a t a i  t 1 ) ( X ‘  -  Xi ) ( 5 0 1 )
N+A N+A /  xN + i M xN+A N  N+A
N+At
N c  c
hn«- w -  y  (hL , + F 1 t xn«,(Y L  - XL >  (50“ >
N+Av =A
S i m i l a r  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e ,  
t h e r e  a r e  f o u r  m e th ods  t o  c o m p l e t e  t h e  above  e q u a t i o n  ( 5 0 ) .
1) U s in g  t h e  c o n s t a n t  m o la r  h o l d u p  model
In  t h i s  m o d e l ,  t h e  L . H . S .  o f  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  
e q u a t i o n s ,  ( 4 6 a )  and  ( 4 6 d ) ,  a r e  e q u a l  t o  z e r o ,  so t h a t  t h e y  
can  be t a k e n  o u t  f r o m  t h e  m o d i f i e d  s y s te m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n ,  e q u a t i o n s  ( 4 6 ) .  By e q u a t i n g  t h e  R .H .S .  o f  e q u a t i o n s  
(4 6 a )  and ( 4 6 d )  t o  z e r o ,  t h e r e  r e s u l t  two c o r r e s p o n d i n g  
su b s y s te m s  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  n e c e s s a r y  f o r  c o m p l e t i n g  t h e
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above e q u a t i o n s  ( 5 0 ) .  These s u b s y s te m s  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  
a r e  t h e  same as t h e  above e q u a t i o n s  ( 3 0 a )  and ( 3 0 b ) .
2 )  U s in g  t h e  c o n s t a n t  vo lum e  h o l d u p  model
F i r s t  o f  a l l ,  t h e  above  e q u a t i o n  o f  c o n s t a n t  vo lum e  h o l d u p  
m ode l ,  e q u a t i o n  ( 1 9 ) ,  i s  m o d i f i e d  by t r a n s f o r m i n g  i n t o  i t s  
i n d i v i d u a l  d e r i v a t i v e s .  The d e r i v a t i v e  o f  t h e  l i q u i d  m o la r  
v o lu m e s ,  ^  t i s  t h e n  s u b s t i t u t e d  by t h e  S . U . S .  o f  e q u a t i o n  
( 4 3 ) .  T h i s  t r e a t m e n t  a p p l i e s  f o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u a u l a t o r  
s u b s y s te m  and t h e  t r a y  number n s u b s y s te m  so t h a t
The n e x t  s t e p  i s  t o  s u b s t i t u t e  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  
e q u a t i o n s ,  ( 4 6 a )  and < 4 8 d ) ,  and t h e  t h e  m o d i f i e d  com ponent  
b a l a n c e  e q u a t i o n s ,  ( 4 6 b )  and ( 4 6 e ) ,  i n t o  e q u a t i o n s  ( 5 1 a )  and 
( 5 1 b )  r e s p e c t i v e l y .
F o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s te m ,  t h i s  - t r e a t m e n t  
r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s
( 5 1 a )
n 0 ( 5 1 b )
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a V  + 6 F  -  c j )  -  L -  D, =  0  1 © vO o  l o
where
a  = 1 +
NCIt si xO (Y x -i
6 = 1 *
NCI XO (X" -F© xSo
c = 1 +
NCI
i  s = A
XO
X1)O
A n d  f o r  t h e  t r a y  n u m b e r  n s u b s y s t e m ,  t h e  e q u a t i o n s  a r e
a V  +n+l 6Ln-1 -  C F  -n <2(V D ) -vn In = 0
w h e r e
a = 1 +
NCI
i “4
t?xn
(Y"  -  XV)n+i n
6=1  +
NCI
% =4
P..
( X vn-1 -  X*)n
(52a)
(52b)
(52c)
(52d)
(52e )
( 5 2 f )
(52g)
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NC i
p
c  -  1 + >  —  (Xl - xv) ( 5 2 h )Fn n
U I
A  *>„V =1
NC p"
d  ~ 1 *  X !  y*" (¥ ‘ -  x‘ > <521)n nnv *4
3 )  U s i n g  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  m o d e l
T h e  t r e a t m e n t  f o r  u s i n g  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  c a s e  o f  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  w h e r e  
t h e  l i q u i d  f l o w s  p r o f i l e  i s  e x p r e s s e d  b y  a n o t h e r  s y s t e m  o f  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h e  l a t t e r  h a s  b e e n  f o r m u l a t e d  b y  t h e  
a b o v e  e q u a t i o n s  ( 3 2 a )  a n d  ( 3 2 b ) .
4 )  U s i n g  t h e  s i m p l i f i e d  t r a y  d y n a m i c  m o d e l
S i m i l a r  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e ,  t h e  
l i q u i d  f l o w  p r o f i l e  c a n  b e  d i r e c t l y  c a l c u l a t e d  f r o m  e q u a t i o n  
( 3 3 ) .  H o w e v e r ,  t h i s  c a s e  a p p l i e s  i f  t h e  a v a i l a b l e  t r a y  
d y n a m i c  m o d e l ,  l i k e  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  ( 2 1 ) ,  c a n  b e  e x p l i c i t l y  
i n v e r t e d .  F o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  e x p l i c i t  i n v e r s i o n  i s  
i m p o s s i b l e ,  i t  i s  r e c o m m e n d e d  t o  t r a n s f o r m e d  t h e  t r a y  d y n a m i c  
m o d e l  i n t o  i t s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  Th© f o l l o w i n g
t r e a t m e n t  i s  m a d e  b y  a s s u m i n g  t h e  t r a y  d y n a m i c  m o d e l ,  e q u a t i o n  
( 2 1 ) ,  a s  a n  i m p l i c i t  e q u a t i o n  i n  L .n
F i r s t  o f  a l l ,  e q u a t i o n  ( 2 1 )  i s  d i f f e r e n t i a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  
t i m e  i n t o  i t s  i n d i v i d u a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  l i q u i d  m o l a r
75
h o l d u p ,  Mn, t h e  l i q u i d  m o l a r  v o l u m e ,  p  , a n d  t h e  l i q u i d  f l o w ,
n
L ^ .  T h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  l i q u i d  f l o w  c a n  t h e  b e  e x p l i c i t l y  
i s o l a t e d  a s  f o l l o w s .
F o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s t e m
d L
d t
1 / 3
1 . 5 L  V o o
A W85 C
d*> dMM °  JL °
o  d t  *>© d t ( 5 3 a )
a n d  f o r  t h e  t r a y  n u m b e r  n s u b s y s t e m
1 / 3
d L  1 . 5 L  V f  d p  dM 1
d r i  = - x -S " d r i
m  c
F o l l o w i n g  t h i s ,  t h e  i n d i v i d u a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  l i q u i d  m o l a r  
h o l d u p s  a n d  t h e  l i q u i d  m o l a r  v o l u m e  a r e  e l i m i n a t e d  b y  
s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 4 3 ) ,  ( 4 6 a ) ,  ( 4 6 b )  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 3 a )  
a n d  e q u a t i o n s  ( 4 3 ) ,  ( 4 6 d ) ,  ( 4 6 e )  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 3 b ) .  A f t e r  
r e a r r a n g i n g  t h e  e q u a t i o n s ,  t h e r e  r e s u l t s  t h e  f o l l o w i n g  
f o r m u l a e .
F o r  t h e  c o n d e n s e r - a c c u m u l a t o r  s u b s y s t e m  
i / a
d L  1 . 5 L  V f  1
d f = A.S. ° 1 aV« + Mo ~ cDvo - Lo - Dlo| (54a>
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w h e r e  a ,  b ,  a n d  c  h a v e  t h e  s a m e  f o r m u l a t i o n  a s  t h e  a b o v e  
e q u a t i o n s  ( 5 2 b ) ,  ( 5 2 c ) ,  a n d  ( 5 2 d )  r e s p e c t i v e l y .  A n d  f o r  t h e  
t r a y  n u m b e r  n  s u b s y s t e m
d L  I . 5 L  V
n  n  n
" d t “  “  A W
w h e r e  a ,  6 ,  c ,  a n d  d  h a v e  t h e  s a m e  f o r m u l a t i o n  a s  t h e  a b o v e  
e q u a t i o n s  ( 5 2 f ) ,  ( 5 2 g > ,  ( 5 2 h ) ,  a n d  ( 5 2 i )  r e s p e c t i v e l y .
3 . 4 . 2 . 5  A l g o r i t h m s  o f  T h e  A n a l y t i c a l  D e r i v a t i v e  T e c h n i q u e
T h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m s  a r ©  b a s e d  o n  t h e  s a m e  o p e r a t i n g  
p o l i c y  a s  f o r  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  p r e v i o u s l y  
d i s c u s s e d ,  w h e r e  t h e  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V^,  i s  h e l d  c o n s t a n t  
a n d  a n y  s i d e - p r o d u c t  s t r e a m s  a n d  t h e  p o s s i b l e  f e e d  s t r e a m s  a r e  
s p e c i f i e d .
1 ) A l g o r i t h m  f o r  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l  
S t e p  1
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e ,  Yv , u s i n g  e q u a t i o n sr>
( 1 0 )  a n d  ( 1 3 ) .  T h e  c a l c u l a t i o n  c a n  b e  p e r f o r m e d  e a s i l y  i f  i t  
w o r k s  f r o m  t h e  b o t t o m  t o  t h e  t o p .
- a V  -S- 6 L  +  c F
n + i n -1  n
d (  V + D ) - L  -  D
n v n  n  v n } ( 5 4 b )
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C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  e n t h a l p i e s ,  H^ ,  a n d  t h e  l i q u i d  e n t h a l p i e s ,  
h ^ ,  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 4 )  a n d  e q u a t i o n  ( 1 5 )  r e s p e c t i v e l y .
S t e p  3
C a l c u l a t e  t h e  g r a d i e n t s  i n  c o m p o s i t i o n  s p a c e  
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s ,  T* , a n d  t h e  l i q u i d  e n t h a l p y  
h ^ ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 8 )  a n d  ( 4 4 )  r e s p e c t i v e l y .
S t e p  4
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  l o s s  p r o f i l e ,  Q^ ,  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 7 ) .
S t e p  5
C a l c u l a t e  t h e  l i q u i d  f l o w ,  L o , a n d  t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,  
Qq , b a s e d  o n  t h e  s p e c i f i e d  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V±. T h i s  c a n  
b e  p e r f o r m e d  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 0 a )  a n d  ( 5 0 a )  t o  ( 5 0 d ) .
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  V , a n d  t h e  l i q u i d  f l o wn+i
p r o f i l e ,  s t a r t i n g  f r o m  s t a g e  n u m b e r  1 .  T h i s  c a n  b e  d o n e
b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 5 0 e )  t o  ( 5 0 i )  f o r  V ^ ^ a n d  e q u a t i o n  ( 3 0 b )  
f o r  s u c c e s s i v e l y  f o r  e a c h  s t a g e .
S t e p  7
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  f l e w  s u p p l i e d  t o  t h e  r e b o i l e r ,  Q , u s i n g  
e q u a t i o n s  ( 5 0 j )  t o  ( 5 0 m ) .
Step 2
o f  t h e  
p r o f  i l e ,
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C a l c u l a t e  t h e  R . H . S  o f  t h e  m o d i f i e d  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 4 6 b ) ,  ( 4 6 c ) ,  ( 4 6 e ) ,  ( 4 6 f ) ,  ( 4 6 h )
a n d  ( 4 6 i ) .
2 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  c o n s t a n t  v o l u m e  h o l d u p  m o d e l  
S t e p  ! a n d  2
T h e  s a m e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  s o d e l .
S t e p  3
C a l c u l a t e  t h e  g r a d i e n t s  i n  c o m p o s i t i o n  s p a c e  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s ,  T*n , t h e  l i q u i d  e n t h a l p y  p r o f i l e ,  h ^  ,  
a n d  t h e  l i q u i d  m o l a r  v o l u m e ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 8 )  ( 4 4 )
a n d  ( 4 5 )  r e s p e c t i v e l y .
S t e p  4
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  l o s s  p r o f i l e ,  Q ^ ,  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 7 ) .
S t e p  5
C a l c u l a t e  t h e  l i q u i d  f l o w ,  L , a n d  t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,o
Q , b a s e d  o n  t h e  s p e c i f i e d  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V . T h i s  c a n
C  A
b e  p e r f o r m e d  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 5 0 a )  t o  ( 5 0 d )  a n d  ( 5 2 a )  t o  
( 5 2 d ) .
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  V , a n d  t h e  l i q u i d  f l o wn+A
p r o f i l e ,  L n _4 t s t a r t i n g  f r o m  s t a g e  n u m b e r  1 .  T h i s  c a n  b e  d o n e
Step 8
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b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 5 0 e )  t o  ( 5 0 i )  f o r  V^ +i a n d  e q u a t i o n s  ( 5 2 e )  
t o  ( 5 2 i )  f o r  s u c c e s s i v e l y  f o r  e a c h  s t a g e .
S t e p  7
T h e  s a n e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l .
S t e p  8
C a l c u l a t e  t h e  R . H . S .  o f  t h e  m o d i f i e d  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l ,  
e q u a t i o n ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 4 8 a )  t o  ( 4 6 i ) .
3 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  m o d e l
S t e p  1 t o  4
T h e  s a m e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l .
S t e p  5
C a l c u l a t e  t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,  Q , b a s e d  o n  t h e  s p e c i f i e d£•
o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V . b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 5 0 a )  t o  ( 5 0 d ) .
S.
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  V , b y  u s i n g  e q u a t i o n s
n + l
( 5 0 e )  t o  ( 5 0 i )  f r o m  s t a g e  n u m b e r  1 t o  s t a g e  n u m b e r  N.
S t e p  7
T h e  s a m e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l .
S t e p  8
Calculate the R.H.S of the modified system of differential
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4 )  A l g o r i t h m  f o r  t h e  s i m p l i f i e d  t r a y  d y n a m i c  m o d e l  
S t e p  1 a n d  2
T h e  s a m e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l .
S t e p . 3
C a l c u l a t e  t h e  g r a d i e n t s  i n  c o m p o s i t i o n  s p a c e  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s ,  T ^ ,  t h e  l i q u i d  e n t h a l p y  p r o f i l e ,  h ^ ,  
a n d  t h ©  l i q u i d  m o l a r  v o l u m e ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 8 )  ( 4 4 )
a n d  ( 4 5 )  r e s p e c t i v e l y .
S t e p  4
C a l c u l a t e  t h e  h e a t  l o s s  p r o f i l e ,  b y  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 7 ) .  
S t e p  5
C a l c u l a t e  t h e  c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,  Q ,  b a s e d  o n  t h e  s p e c i f i e d
C3
o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 5 0 a )  t o  ( 5 0 d ) .  
S t e p  6
C a l c u l a t e  t h e  v a p o r  f l o w  p r o f i l e ,  Vn+jl» b y  u s i n g  e q u a t i o n s  
( 5 0 e )  t o  ( 5 0 i )  f r o m  s t a g e  n u m b e r  1 t o  s t a g e  n u m b e r  N.
S t e p  7
T h e  s a m e  a s  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l .
equations using equations (32a), (32b) and (46a) to (46i).
81
C a l c u l a t e  t h e  R . H . S .  o f  t h e  m o d i f i e d  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 4 6 a )  t o  ( 4 6 i ) ,  ( 5 4 a )  a n d  ( 5 4 b ) .
T h e  l a s t  t w o  e q u a t i o n s  ( 5 4 a )  a n d  ( 5 4 b )  i n v o l v e  t h e  c a l c u l a t i o n  
o f  c o e f f i c i e n t s  a ,  6 ,  c ,  a n d  d  w h i c h  u s e  e q u a t i o n s  ( 5 2 f ) ,  
( 5 2 g ) ,  ( 5 2 h ) ,  a n d  ( 5 2 i )  r e s p e c t i v e l y .
3 . 5  R e s u l t s  a n d  d i s c u s s i o n
Step 8
3 . 5 . 1  C o m p a r i s o n  o f  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  t h e  t w o  t e c h n i q u e s
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  v a l i d a t i n g  t h e  p r o p o s e d  a n a l y t i c a l  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  a n d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e x t e n d i n g  t h e  
b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  t o  s i m u l a t e  a  s t a r t - u p  p r o c e s s ,  
^  a  c a s e  s t u d y  w i t h  t h e  c o n s t a n t  v o l u m e  h o l d u p  m o d e l  i s  t r e a t e d  
u s i n g  t h e  t w o  t e c h n i q u e s .  T h e  s t a r t - u p  p r o c e d u r e  a d o p t e d  i s  
t h e  o n e  p r o p o s e d  b y  L u y b e n  ( 1 9 7 1 ) ,  w h e r e  t h e  e q u i l i b r i u m  
c o m p o s i t i o n  i n  a l l  t h e  t r a y s ,  t h e  r e b o i l e r ,  a n d  t h e  
a c c u m u l a t o r  h o l d u p  a r e  i n i t i a l l y  t h e  s a m e .
I m p o r t a n t  a s p e c t s  t o  b e  e x a m i n e d  a r e :
1 )  S t a r t - u p  p r o b l e m  w i t h  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e s
T h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  c o n s t a n t  v o l u m e  h o l d u p  m o d e l  w i t h  t h e  
L u y b e n ’ s  ( 1 9 7 1 )  s t a r t - u p  p r o c e d u r e  t r e a t e d  b y  t h e  a n a l y t i c a l  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  p r e s e n t s  n o  d i f f i c u l t y  i n  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  i t s  a l g o r i t h m ^  W h e r e a s  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e
8 2
i'A D e t a i l s  of  t h o  t o st d a t a  a r ©  g i v e n  in  A p p e n d i x  2 a  a n d  c o l u m n  
d e t a i l s  i n  A p p o n d i x  2 b .
i n t e g r a t i o n  b y  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  p o s e s  a n  
a m b i g u o u s  p r o b l e m  i n  i t s  a l g o r i t h m .  T h i s  p r o b l e m  a r i s e s  i n  
i n i t i a l i s i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s  a s  f o r m u l a t e d  b y  
e q u a t i o n s  ( 2 2 )  t o  ( 2 4 ) .  I n  t h e  p r e v i o u s  s t u d y  b y  D i s t e f a n o  
( 1 9 6 8 a ) ,  t h i s  p r o b l e m  d o e s  n o t  a p p e a r  b e c a u s e  a l l  t h e  
a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s  a r e  i n h e r e n t l y  z e r o  d u e  t o  t h e  n a t u r e  
o f  t h e i r  s o l u t i o n s  w h i c h  s t a r t  f r o m  t h e  s t e a d y  s t a t e  t o t a l
VlOLy-*;. o' t
r e f l u x  c o n d i t i o n s .  f o r  a  p r o b l e m  w i t h  a  g e n e r a l
s t a r t - u p  p o l i c y ,  w h i c h  d o e s  n o t  s t a r t  f r o m  t h e  s t e a d y  s t a t e  
t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n s ,  t h e  a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s  a r e  
f i n i t e .  T h e r e  i s  n o  m e t h o d  a v a i l a b l e  t o  e s t i m a t e  t h e  i n i t i a l  
v a l u e s  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s .
I n  t h i s  s t u d y ,  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  
d e r i v a t i v e s  a r e  a l l  i n i t i a l i s e d  t o  z e r o .  T h e r e  i s  n o  r e a s o n  
f o r  n o t  c h o o s i n g  o t h e r  i n i t i a l  v a l u e s .  I t  i s  b e l i e v e d  t h a t  
c o n v e r g e n c e  t o  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n s  w i l l  b e  
a c h i e v e d  r e g a r d l e s s  o f  t h e  d i f f e r e n t  c h o i c e  o f  t h e  i n i t i a l  
v a l u e s .  T h e  o n l y  p o s s i b l e  d i f f e r e n c e s  a r e  t h e  s t a r t - u p  t i m e s  
t o  a c h i e v e  t h e  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n s .
H o w e v e r ,  t h e  r e s u l t s  o f  i n t e g r a t i o n  b y  b o t h  t e c h n i q u e s  a s  
s h o w n  b y  F i g u r e  1 r e v e a l  t h a t  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  
c o n d i t i o n s ,  i n d i c a t e d  b y  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  f i r s t  
c o m p o n e n t ,  a c h i e v e d  b y  t h e  t w o  t e c h n i q u e s  o c c u r  a l m o s t  e x a c t l y  
a t  t h e  s a m e  t i m e  a n d  t h e  s a m e  v a l u e s .  S l i g h t  d i f f e r e n c e s  o f  
t h e  t w o  c u r v e s  a p p e a r  o n l y  a t  t h e  f i r s t  f e w  t i m e  s t e p s  f r o m  
t h e  i n i t i a l  s t a r t - u p .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  a r e  h o w e v e r  n o t  v e r y
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F i g u r e  1 The b a c k w a rd  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  O l  
v e r s u s  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e C b )  
i n  t h e  s t a r t - u p  r e g i o n .
2 )  T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e
T h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  c o n s t a n t  v o l u m e  m o d e l  u s i n g  t h e  b a c k w a r d  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  b y  D i s t e f a n o  ( 1 9 6 8 a )  w a s  a d o p t e d  b y  
S t e w a r t  ( 1 9 7 3 )  w h o  c o n f i r m e d  t h e  r e s u l t s  b y  e x p e r i m e n t a t i o n .  
A l t h o u g h  t h e i r  t r e a t m e n t  o n l y  s t a r t e d  f r o m  t h e  s t e a d y  s t a t e  
t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n s ,  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  u s e  t h e  r e s u l t s  
f r o m  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  t o  v a l i d a t e  t h e  
a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e ,  a t  l e a s t  a f t e r  t h e  
s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  h a s  b e e n  a t t a i n e d .
F i g u r e  2  s h o w s  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  i n t e g r a t i o n s  b y  t h e  t w o  
t e c h n i q u e s  a g r e e  w e l l  f o r  t h e  w h o l e  o p e r a t i o n .  T h e r e f o r e ,  t h e  
a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  c a n  b e  s a i d  t o  b e  u n d o u b t e d l y  
s a t i s f i e d .
3 )  T h e  c o m p u t a t i o n  t i m e s
T h e  i n t e g r a t i o n s  o f  t h e  c o n s t a n t  v o l u m e  h o l d u p  m o d e l  b y  t h e  
t w o  t e c h n i q u e s  w e r e  c a r r i e d  o u t  u s i n g  t h e  s a m e  c o m p u t e r .  I t  
w a s  f o u n d  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e s  f o r  t h e  t w o  t e c h n i q u e s  
w e r e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e .  T h i s  f a c t  p r o b a b l y  c a n  b e  
e x p l a i n e d  b y  t h e  t r a d e  o f f  b e t w e e n  e l i m i n a t i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  
t h e  n o n - l i n e a r  b u b b l e  p o i n t  e q u a t i o n s  i n  t h e  b a c k w a r d  
d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  g r a d i e n t s  a n d  
c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e s .
important for practical purposes.
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v e r s u s  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  
i r  t h e  s t a r t - u p  and t h e  t o p p i n g  r e g i o n .
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3.5.2 The influence of holdup models
F i r s t  o f  a l l ,  l e t  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l ,  t h e  
c o n s t a n t  v o l u m e  h o l d u p  m o d e l ,  t h e  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t  
m o d e l  a n d  t h e  s i m p l i f i e d  t r a y  d y n a m i c  m o d e l  b e  m o d e l  1 ,  m o d e l  
2 ,  m o d e l  3  a n d  m o d e l  4  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h e  t o p p i n g  p e r i o d ,  
F i g u r e  3  s h o w s  t h a t  a f t e r  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  t h e r e  a r e  t w o  
g r o u p s  o f  c u r v e s  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  f i r s t  
c o m p o n e n t  c a l c u l a t e d  b y  t h e  f o u r  m o d e l s .  T h e  f i r s t  g r o u p  
r e p r e s e n t s  t h e  c o m p o s i t i o n s  o f  m o d e l s  1 a n d  2 .  A t  a  
p a r t i c u l a r  t i m e ,  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  m o d e l  1 i s  s l i g h t l y  l o w e r  
t h a n  t h a t  o f  m o d e l  2  d i f f e r s  b y  l e s s  t h a n  2  %.  T h e  s e c o n d
g r o u p  r e p r e s e n t s  t h e  c o m p o s i t i o n s  o f  m o d e l s  3  a n d  4  w h i c h  a r e  
a p p r o x i m a t e l y  7% l o w e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  f i r s t  g r o u p .  T h e  
c o m p o s i t i o n  o f  m o d e l  3  i s  s l i g h t l y  l o w e r  t h a n  t h a t  o f  m o d e l  4 .
F i g u r e  4  s h o w s  t h a t  i n  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  m o d e l s  3  a n d  4  
a p p r o a c h  s t e a d y  s t a t e  m o r e  r a p i d l y  t h a n  m o d e l s  1 a n d  2 .  C l o s e  
t o  t h e  e n d  o f  s t a r t - u p  p e r i o d ,  t h e  t w o  g r o u p s  c o n v e r g e  a n d  
s p r e a d  i n t o  a n o t h e r  t w o  g r o u p s  i n  F i g u r e  4 .  T h e  n e w  f i r s t  
g r o u p  r e p r e s e n t s  m o d e l  1 a n d  m o d e l  3  a n d  t h e  s e c o n d  g r o u p  
r e p r e s e n t s  m o d e l  2  a n d  m o d e l  4 .  T h e  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  n e w  
f i r s t  g r o u p  a r e  s l i g h t l y  h i g h e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  n e w  s e c o n d  
g r o u p s ,  b e i n g  l e s s  t h a n  0 . 1  % a t  t h e  e n d  o f  t h e  s t a r t - u p  
p e r i o d .  T h e  s t a r t - u p  t i m e s  o f  t h e  n e w  f i r s t  g r o u p  a r e  
s l i g h t l y  l o w e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  n e w  s e c o n d  g r o u p .
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F i g u r e  4 C o m p a r is o n  oF t h e  F o u r  h o ld u p  m o d e ls  
i n  t h e  s t a r t - u p  and t h e  t o p p i n g  r e g i o n .
3.5.3 Variable flow versus updated flow integration
T h e r e  i s  a  t e m p t a t i o n  t o  i m p r o v e  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  b y  
l e t t i n g  t h e  l i q u i d  f l o w  a n d  t h e  v a p o r  f l o w  b e  c o n s t a n t  d u r i n g  
e a c h  t i m e  s t e p  a n d  b e  u p d a t e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  t i m e  s t e p  
a f t e r  t h e  i n t e g r a t i o n  f o r  t h e  n e x t  t i m e  s t e p .  T h i s  m e t h o d  
w i l l  b e  c a l l e d  t h e  u p d a t e d  f l o w  i n t e g r a t i o n  i n  o r d e r  t o
d i s t i n g u i s h  i t  f r o m  t h e  n o r m a l  m e t h o d  w h i c h  w i l l  b e  c a l l e d  t h e
v a r i a b l e  f l o w  i n t e g r a t i o n .
T h e  r e s u l t s  o f  i n t e g r a t i o n  r e v e a l  t h a t  t h e  u p d a t e d  f l o w
i n t e g r a t i o n  c a n  i m p r o v e  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  b y  a  f a c t o r  o f
t h r e e .  H o w e v e r ,  F i g u r e s  5  a n d  6  s h o w  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  
i n t e g r a t i o n s  a r e  v e r y  d i f f e r e n t .  I n  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d ,  a s  
s h o w n  b y  F i g u r e  5 ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  u p d a t e d  f l o w  i n t e g r a t i o n  
s h o w Aa  s e v e r e  i n s t a b i l i t y  c o m p a r e d  w i t h  t h e  v a r i a b l e  f l o w  
i n t e g r a t i o n .  T h e  c o m p o s i t i o n s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a r t - u p  
t i m e s  o f  t h e  t w o  m e t h o d s  d o  n o t  a g r e e  w e l l .  T h i s  c a n  n o t
b e  a c c e p t e d  f o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e d  F i g u r e  6  s h o w s  t h e  r e s u l t s  
o f  i n t e g r a t i o n  b y  t h e  t w o  m e t h o d s  i n  t h e  t o p p i n g  p e r i o d .  I n  
t h e  b e g i n n i n g ,  t h e  r e s u l t  o f  t h e  u p d a t e d  f l o w  i n t e g r a t i o n  i s  
l o w e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  v a r i a b l e  f l o w  i n t e g r a t i o n .  T h e n  b o t h  
c u r v e s  c r o s s  e a c h  o t h e r  a t  c e r t a i n  t i m e .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  
c l e a r  t h e  t w o  r e s u l t s  o f  i n t e g r a t i o n  a r e  n o t  c o m p a t i b l e  i n  a n y  
r e s p e c t .
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3.6 Conclusion
S o m e  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n s  w h i c h  c a n  b e  d r a w n  f r o m  t h e  a b o v e  
d i s c u s s i o n s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  m o d e l l i n g  
a r e :
1 )  r i g o r o u s  m o d e l s  o f  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  w h i c h  
i n c l u d e  h e a t  b a l a n c e s  a n d  t h e  L u y b e n ’ s  ( 1 9 7 1 )  s t a r t - u p  
p r o c e d u r e  h a v e  b e e n  a n a l y s e d ,
2 )  t h e  p r o p o s e d  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  h a s  
s u c c e s s f u l l y  s o l v e d  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  r i g o r o u s  m o d e l s ,
3 )  t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  s o l v e  
t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  r i g o r o u s  m o d e l s  b y  i n i t i a l i s i n g  a l l  t h e  
a p p r o x i m a t e  d e r i v a t i v e s  t o  z e r o ,
4 )  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  a n d  
t h e  b a c k w a r d  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e s  a r e  c o m p a r a b l e ,
5 )  t h e  u p d a t e d  f l o w  i n t e g r a t i o n  c a n  i m p r o v e  t h e  c o m p u t a t i o n  
t i m e  b u t  l e a d s  t o  g r o s s  i n a c c u r a c i e s .
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4.Optimisation of Ternary System with Recycle Slop
4 . 1  I n t r o d u c t i o n
T h i s  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  s t u d y i n g  t h e  o p t i m i s a t i o n  o f  a  
t e r n a r y  s y s t e m  w i t h  r e c y c l e  s l o p .  I n  t h i s  s t u d y ,  a  t e r n a r y  
s y s t e m  i s  d e f i n e d  a s  a  s y s t e m  w h i c h  h a s  o n l y  t h r e e  c o m p o n e n t s ,  
n a m e l y  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t ,  t h e  m e d i u m  c o m p o n e n t ,  a n d  t h e  
h e a v y  c o m p o n e n t .  T h e  d e f i n i t i o n  m i g h t  n o t  s o u n d  r e a l i s t i c  i n  
p r a c t i c e ,  b e c a u s e  i t  n e g l e c t s  t h e  p r e s e n c e  o f  p o s s i b l e  m i n o r  
i m p u r i t i e s .  H o w e v e r ,  i t  w i l l  a v o i d  d i s t r a c t i n g  d i s c u s s i o n s  
d u e  t o  v a r i o u s  a l t e r n a t i v e  t r e a t m e n t s  o f  t h e  i m p u r i t i e s
I d e a l l y ,  t h e r e  a r e  t h r e e  p r o d u c t s  w h i c h  c a n  b e  p r o d u c e d  f r o m  
t h e  c h a r g e  o f  a  t e r n a r y  s y s t e m .  E a c h  p r o d u c t  c o n t a i n s  m a i n l y  
o n e  o f  t h e  t h r e e  c o m p o n e n t s .  H o w e v e r ,  u n l e s s  r e q u i r e d  
p u r i t i e s  a r e  v e r y  l o w ,  i t  i s  i n e v i t a b l e  f o r  a  s i n g l e  b a t c h  
c y c l e  o f  a  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  t h a t  a t  l e a s t  o n e  s l o p  w i l l  b e  
p r o d u c e d  a s  w e l l  a s  t h e  d e s i r e d  p r o d u c t s .  T h i s  s l o p  c a n  b e
s e p a r a t e d  f u r t h e r  t o  p r o d u c e  a d d i t i o n s  t o  t h e  d e s i r e d
p r o d u c t s .  T h e  c a p a b i l i t y  o f  a  s i n g l e  b a t c h  s t i l l  t o  p r o d u c e  
v a r i o u s  p r o d u c t s  i s  a n  i n t e r e s t i n g  a s p e c t  t o  b e  a n a l y s e d .  
T h i s  l e a d s  t o  t h e  i d e a  o f  r e c y c l i n g  t h e  s l o p  t o  t h e  b a t c h  
s t i l l  a t  v a r i o u s  t i m e s .  As  a  r e s u l t  o f  t h i s ,  t h e r e  e x i s t s  a  
s e r i e s  o f  s u c c e s s i v e  b a t c h  p r o c e s s e s  r e s e m b l i n g  a c o n t i n u o u s
p r o c e s s .  T h e r e  a r e  m a n y  p o s s i b l e  w a y s  o f  r e c y c l i n g  t h e  s l o p .  
T h e r e f o r e ,  t h e  c h o i c e  o f  a  s i n g l e  b a t c h  s t i l l  t o  a c h i e v e  t h e  
d e s i r e d  p r o d u c t s  l e a d s  t o  t h e  c r e a t i o n  o f  a l t e r n a t i v e  p s e u d o
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c o n t i n u o u s  f l o w s h e e t s ,  w h i c h  w i l l  b e  c a l l e d  © o d e s  o f  
o p e r a t  i o n .
I n  t h i s  a n a l y s i s ,  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  a  c h a r g e  w h i c h  w i l l  b e  
f r a c t i o n a t e d  i s  a s s u m e d  t o  b e  m o r e  o r  l e s s  e q u a l  p r o p o r t i o n s  
o f  t h e  c o n s t i t u e n t s .  I t  i s  a s s u m e d  t h e r e  i s  c o n s t a n t  
a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  c h a r g e  w i t h  t h e  s a m e  c o m p o s i t i o n  a n d  a t  
t h e  s a m e  p r i c e  l e v e l .  T h e  t h r e e  p r o d u c t s  a r e  e a c h  v a l u a b l e  i f  
t h e y  s a t i s f y  t h e  s p e c i f i e d  p r o d u c t  p u r i t i e s .  T h e  d e m a n d  i s  
a s s u m e d  u n l i m i t e d ,  s o  t h a t  t h e r e  i s  a n  i m p e t u s  t o  p r o d u c e  
c o n t i n u o u s l y  t h e  t h r e e  m a i n  p r o d u c t s .
O p t i m i s a t i o n  i s  a i m e d  a t  a c h i e v i n g  a  m a x i m u m  p r o f i t  w h i c h  i s  
g a i n e d  f r o m  t h e  s a l e s  o f  t h e  t h r e e  p r o d u c t s  m i n u s  t h e  
o p e r a t i n g  c o s t  a n d  t h e  c h a r g e  o r  r a w  m a t e r i a l  c o s t s .  T h e  
o p e r a t i n g  c o s t  i s  a s s u m e d  t o  b e  p r e d o m i n a n t l y  t h e  h e a t i n g  a n d  
t h e  c o o l i n g  c o s t s .  T h e  p r o f i t ,  w h i c h  i s  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  o f  t h e  m a x i m i s a t i o n ,  i s  c o m p u t e d  o n l y  w i t h  d i f f i c u l t y  
a s  i t  i s  f u n c t i o n  o f  a  l a r g e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s .  I n  t h i s
s t u d y  t h e  c o n s t a n t  m o l a r  h o l d u p  m o d e l  o f  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
a l r e a d y  d i s c u s s e d  i n  t h e  l a s t  c h a p t e r  i s  u s e d  t o  r e l a t e  s o m e
o f  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n s  o f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s .  T h e  m o d e
o f  o p e r a t i o n  i s  t r e a t e d  a s  a n  i n t e g e r  d e c i s i o n  v a r i a b l e .  T h e  
m a i n  p o l i c y  w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i s  t h e  o p t i m u m  r e f l u x  
r a t i o  f o r  e a c h  m o d e  o f  o p e r a t i o n .
3* S e e  A p p e n d i x  2  f o r  d e tails.
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4.2 Simulation of a simple ternary distillation
A s i m p l e  b a t c h - c y c l e  o f  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  c o m p r i s e s  t h e  
s t a r t - u p  p e r i o d ,  t h e  f i r s t  p r o d u c t  t o p p i n g  p e r i o d ,  t h e  f i r s t  
s l o p p i n g  p e r i o d ,  t h e  s e c o n d  p r o d u c t  p e r i o d ,  t h e  s e c o n d  
s l o p p i n g  o r  t h e  t h i r d  p r o d u c t  p e r i o d ,  a n d  t h e  c l e a n i n g  o r  
c h a r g i n g  p e r i o d .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  a n a l y s i n g  t h e  b e h a v i o u r  
o f  t h e  s y s t e m  i n  e a c h  p e r i o d ,  a  s i m u l a t i o n  u s i n g  t h e  c o n s t a n t  
m o l a r  h o l d u p  m o d e l  i s  c a r r i e d  o u t  t o  p r o v i d e  d a t a  f o r  t h e  
i 1 l u s t r a t i o n .
4 . 2 . 1  P r e p a r a t i o n  f o r  L u y b e n ’ s  s t a r t - u p  p r o c e d u r e
L u y b e n ’ s  ( 1 9 7 1 )  s t a r t - u p  p r o c e d u r e  b e g i n s  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n  
o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  w h e r e  t h e  c o m p o s i t i o n s  a n d  t h e  f l o w  
p r o f i l e s  h a v e  b e e n  a l r e a d y  e s t a b l i s h e d .  T h e  c o m p o s i t i o n s  i n  
a l l  s u b s y s t e m  a r e  t h e  s a m e  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e s  a r e  a t  t h e  
e q u i l i b r i u m  b o i l i n g  p o i n t  c o n d i t i o n .  T h e  f l o w  p r o f i l e s  a r e  a t  
t h e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n .  T h i s  t h e o r e t i c a l  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  c a n  b e  u s e d  f o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s .  O n e  p o s s i b l e  
w a y  o f  d o i n g  i t  i s  b y  p r e h e a t i n g  t h e  c h a r g e  t o  i t s  b o i l i n g  
p o i n t  i n  t h e  r e b o i l e r  a n d  f o l l o w e d  b y  p u m p i n g  s o m e  o f  t h e  
c h a r g e  t o  t h e  r e f l u x  a c c u m u l a t o r  s o  t h a t  a l l  t h e  a c c u m u l a t o r  
h o l d u p  a n d  t h e  t r a y  h o l d u p s  c a n  b e  f i l l e d  w i t h  l i q u i d  o f  t h e  
s a m e  c o m p o s i t i o n  a n d  t e m p e r a t u r e .  A t  t h e  s a m e  t i m e  t h e  
c o n d e n s e r  i s  t u r n e d  o n  t o  c o n d e n s e  t h e  v a p o r  a r i s i n g  f r o m  t h e  
r e b o i l e r ,  a n d  h e n c e  t h e  s t a r t - u p  b e g i n s .
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I t  i s  i m p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  e x a c t l y  h o w  m u c h  t i m e  a n d  e n e r g y  
a r e  r e q u i r e d  t o  p r e p a r e  t h e  L u y b e n ’ s  s t a r t - u p  p e r i o d  d u e  t o  
m a n y  u n c e r t a i n i t i e s  i n v o l v e d ,  p a r t i c u l a r l y  i f  t h e  c l e a n i n g  a n d  
c h a r g i n g  p r o c e s s  i s  d o n e  m a n u a l l y .  T h e  e a s i e s t  w a y  t o  d e a l  
w i t h  t h e  p r e p a r a t i o n  t i m e  i s  t o  a s s i g n  i t  a  c o n s t a n t  v a l u e  
b a s e d  o n  e x p e r i e n c e .
T h e  e n e r g y  u s e d  t o  p r e h e a t  t h e  c h a r g e  c a n  b e  e a s i l y  c a l c u l a t e d  
p r o v i d e d  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  c h a r g e  i s  g i v e n ,  w h i l e  t h e
m e c h a n i c a l  e n e r g y  f o r  c l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  c a n  b e  s e t  t o  a  
c o n s t a n t  v a l u e .
4 . 2 . 2  S t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d
D u r i n g  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  a t  t h e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  a l l
t h e  c o m p o s i t i o n  p r o f i l e s ,  X^ ,  t h e  f l o w  p r o f i l e s ,  a n d  L ^ ,
a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e ,  T , a r e  m o v i n g  a s y m p t o t i c a l l y  
t o w a r d  a  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n s .  I n  o r d e r  t o  
m o n i t o r  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r o c e s s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c h o o s e  
o n e  v a r i a b l e  a s  i n d i c a t o r .  T h e r e  a r e  m a n y  p o s s i b l e  c a n d i d a t e s  
w h i c h  c a n  b e  p r o p o s e d .  I n  t h i s  s t u d y ,  t h e  c o m p o s i t i o n  i s
c h o s e n  a s  t h e  i n d i c a t o r  v a r i a b l e .  T h i s  c h o i c e  i s
i m p l e m e n t a b l e  i n  p r a c t i c e  i f  t h e r e  i s  a  r a p i d  c o m p o s i t i o n  
a n a l y s e r  a v a i l a b l e .
T h e o r e t i c a l l y ,  t h e  s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  w i l l  b e  
a c h i e v e d  a t  i n d e f i n i t e  t i m e ,  b u t  t h e r e  i s  n o  c o m p e l l i n g  
r e a s o n  t o  e n d  t h e  s t a r t - u p  p r o c e s s  a t  a n y  p a r t i c u l a r  t i m e ,
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p r o v i d e d  t h e  d e s i r e d  f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y  h a s  b e e n  r e a c h e d .  
H o w e v e r ,  i f  t h e  t h e  f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y  i s  f a r  l o w e r  t h a n  t h e  
t h e o r e t i c a l  s t e a d y - s t a t e  v a l u e ,  t h e r e  w i l l  b e  a  r e d u n d a n t  
p e r i o d  o f  s e p a r a t i o n  p r o c e s s  a n d  a  d a n g e r  o f  t o p p i n g  p o o r  
p r o d u c t  c o m p o s i t i o n .  O n e  w a y  o f  d e a l i n g  w i t h  t h i s  p r o b l e m  i s  
b y  l e t t i n g  t h e  s t a r t - u p  t i m e  v a r y  a n d  b e  l o w e r  b o u n d e d  b y  t h e  
m i n i m u m  v a l u e  w h e r e  t h e  f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y  h a s  b e e n
a c h i e v e d .
T h e  o t h e r  w a y  a d o p t e d  i n  t h i s  s t u d y  i s  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  
s t e a d y - s t a t e  t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n  t o  s o m e  p r a c t i c a l  d e g r e e  
o f  a c c u r a c y .  T h e o r e t i c a l l y ,  t h e  d e r i v a t i v e  o f  w i t h  r e s p e c t  
t o  t i m e  i s  z e r o  a t  t h e  s t e a d y  s t a t e - t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n .  
I n  p r a c t i c e ,  t h i s  c o n d i t i o n  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  c o m p a r i n g  
t h e  l a s t  t w o  r e s u l t s  o f  t h e  c o m p o s i t i o n  a n a l y s e r .  T h e
d e c i s i o n  c a n  b e  m a d e  b y  s e t t i n g  a  t o l e r a n c e  a s  t h e  c r i t e r i o n .  
I n  t h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n ,  t h i s  c r i t e r i o n  c a n  b e  i m p l e m e n t e d  
s t r a i g h t f o r w a r d l y  b y  c o m p a r i n g  t h e  l a s t  t w o  v a l u e s  o f  X ^  a t  
e v e r y  i n t e g r a t i o n  s t e p .  T h i s  m e t h o d  d e m a n d s  a  s m a l l e r  t i m e  
s t e p  f o r  a c c u r a c y ,  b u t  i t  c a n  b e  d o n e  i n  o n e  i n t e g r a t i o n  
p r o c e s s .  M a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  
s t a r t - u p  p r o c e s s  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
X4(t ) - X1 (t - <5t) <  ^ (1)o o o o
H e a t  c o n s u m p t i o n  b y  t h e  r e b o l i l e r  a n d  t h e  h e a t  r e j e c t e d  b y  t h e
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i n  t h e  s t a ^ t - u p  r e g i o n .
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D i w e k a r  an d  o f  Gumay w i t h  L u y b e n ' s  semi  
r i g o r o u s  model F o r  a b i n a r y  d i s t i l l a t i o n ,
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c o n d e n s e r  d u r i n g  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  c a n  b e  e x p r e s s e d  
r e s p e c t i v e l y  b y
BO Q„ dt (2)
'co
t=rJ o CD dt ( 3 )
4 . 2 . 3  S t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  f i r s t  p r o d u c t
D e p e n d i n g  u p o n  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  c h a r g e  a n d  t h e  n u m b e r  o f  
s t a g e s  o f  t h e  c o l u m n ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
l i g h t  c o m p o n e n t  a t  t h e  e n d  o f  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  c a n  b e
e i t h e r  l e s s  t h a n  o r  g r e a t e r  t h a n  t h e  s p e c i f i e d  f i r s t  p r o d u c t
p u r i t y .  I f  t h e  s t e a d y  s t a t e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i g h t  
c o m p o n e n t  i s  l e s s  t h a n  t h e  s p e c i f i e d  f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y ,  n o  
f i r s t  p r o d u c t  c a n  b e  w i t h d r a w n  f r o m  t h e  c o l u m n .  T h e  p r o c e s s
c a n  b e  c o n t i n u e d  d i r e c t l y  t o  t h e  second s l o p p i n g  s t e p .
O t h e r w i s e ,  t h e  p r o c e s s  e n t e r s  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  f i r s t  
t o p p i n g  p e r i o d .  L i q u i d  i s  w i t h d r a w n  c o n t i n u o u s l y  f r o m  t h e  
a c c u m u l a t o r  h o l d u p  a n d  i s  s e p a r a t e d  i n t o  t w o  p a r t s ,  n a m e l y  t h e  
f i r s t  p r o d u c t  a n d  t h e  r e f l u x .  T h e  r e f l u x  i s  r e t u r n e d  t o  t h e  
c o l u m n ,  w h i l e  t h e  f i r s t  p r o d u c t  i s  d i r e c t e d  i n t o  t h e  f i r s t  
p r o d u c t  c o n t a i n e r .
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I n  t h i s  s t u d y ,  t h e  o v e r h e a d  v a p o r  f l o w ,  V^,  i s  a s s u m e d  
c o n s t a n t  a n d  o v e r h e a d  > p r o d u c t  i s  w i t h d r a w n  f r o m  t h e
a c c u m u l a t o r .  T h e  a m o u n t  o f  t h e  r e f l u x  f l o w  d i v i d e d  b y  t h e  
o v e r  h e a d  p r o d u c t  f l o w  i s  c a l l e d  t h e  r e f l u x  r a t i o ,  R ,  w h i c h  i s  
a  c o n t r o l  v a r i a b l e .  T h e  r e f l u x  r a t i o  c a n  b e  m a d e  c o n s t a n t  o r  
v a r i a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  d u r i n g  t h e  t o p p i n g  o r  s l o p p i n g  
p r o c e s s .
T h e  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  p r o d u c t ,  P , c o l l e c t e d  a t  a n y  t i m e  
d u r i n g  t h e  t o p p i n g  p e r i o d  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
o
W h i l e  t h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  r e q u i r e d  a r e  g i v e n  
r e s p e c t i v e l y  b y
t
ft. = J ‘ <5>
o
I,C1 ■ J .
Q d t  c (6)
T h e  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  i n  t h e  f i r s t  
p r o d u c t  c o n t a i n e r  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
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ft V X*
X4 =  1  j 1  jr r-r -  d t  ( 7 )PA P I .  R + 1A O
S i n c e  t h e  f i r s t  t o p p i n g  p e r i o d  b e g i n s  f r o m  t h e  s t e a d y  s t a t e  
t o t a l  r e f l u x  c o n d i t i o n ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  
t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  a s  s h o w n  b y  F i g u r e  1 i s  
g r a d u a l l y  d r o p p i n g  a n d  s o  i s  t h e  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
l i g h t  c o m p o n e n t  i n  t h e  f i r s t  p r o d u c t  c o n t a i n e r .
T h e  f i r s t  t o p p i n g  p e r i o d  h a s  t o  b e  s t o p p e d  w h e n  t h e  c u m u l a t i v e  
c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  d r o p s  t o  t h e  s p e c i f i e d  
f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y .  I n  p r a c t i c e ,  t h i s  c r i t e r i o n  w i l l  b e  
d i f f i c u l t  t o  i m p l e m e n t  u n l e s s  a  c o n t i n u o u s  r e p o r t  f r o m  t h e  
c o m p o s i t i o n  a n a l y s e r  i s  a v a i l a b l e  a n d  i n t e g r a t e d .  T h e  s a m e  
p r o b l e m  a p p e a r s  i n  t h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n ,  b e c a u s e  t h i s  
c r i t e r i o n  w i l l  i n v o l v e  a  o n e  d i m e n s i o n a l  d i r e c t  s e a r c h  
t e c h n i q u e  w h i c h  d e m a n d s  s e v e r a l  e v a l u a t i o n s  o f  a  f u n c t i o n  
w h i c h  c a n  o n l y  b e  e v a l u a t e d  a t  s i g n i f i c a n t  c o s t  i n  c o m p u t a t i o n  
e f f o r t .
T o  o v e r c o m e  t h i s  p r o b l e m ,  a  s i m i l a r  t e c h n i q u e  t o  t h e  c a s e  o f  
t h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  i s  a d o p t e d .  
H e r e ,  t h e  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  i s  
e x a m i n e d  a t  e v e r y  i n t e g r a t i o n  s t e p .  T h e  d e c i s i o n  i s  m a d e  w h e n  
t h e  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  a p p e a r s  t o  b e  l o w e r  t h a n  o r  e q u a l  
t o  t h e  t h e  s p e c i f i e d  f i r s t  p r o d u c t  p u r i t y .  T h i s  c r i t e r i o n  c a n  
b e  s t a t e d  s y m b o l i c a l l y  b y
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O p e r a t i n g  T im e  
F i g u r e  1 The  i n s t a n t a n e o u s  c o m p o s i t i o n  
t h e  l i q u i d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  v e r s u s  
o p e r a t i n g  t i m e .
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4.2.4 Stopping criterion for the first slop
A t  t h e  e n d  o f  t h e  f i r s t  t o p p i n g  p e r i o d ,  t h e r e  i s  n o r m a l l y  a  
c o n s i d e r a b l e  a m o u n t  o f  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  i n  t h e  a c c u m u l a t o r ,  
w h e r e a s  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  m e d i u m  c o m p o n e n t  i n  t h e  v a p o r  
r e a c h i n g  t h e  c o n d e n s e r  i s  s t i l l  l o w e r  t h a n  t h e  s p e c i f i e d
s e c o n d  p r o d u c t  p u r i t y .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p u r g e
t h e  u n d e s i r e d  p a r t  o f  t h e  p r o d u c t  w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  f i r s t  
s l o p  t o  t h e  f i r s t  s l o p  c o n t a i n e r .
T h e  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  s l o p  c o l l e c t e d  d u r i n g  t h e  f i r s t  
s l o p p i n g  p e r i o d  a n d  i t s  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  c a n  b e
e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
( 9 )
i
( 10)
i
A n d  t h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  r e q u i r e d  a r e  g i v e n  
r e s p e c t i v e l y  b y
(11)
t
q = f  Q dtC2 J C ( 12)
i
A s  s h o w n  b y  F i g u r e  1 ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  d u r i n g  t h e  f i r s t  
t o p p i n g  p e r i o d ,  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i g h t  c o m p o n e n t  i n  t h e
a c c u m u l a t o r  i s  r e d u c e d  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o s i t i o n  o f  
t h e  m e d i u m  c o m p o n e n t  i n c r e a s e s  u n t i l  i t  f i n a l l y  r e a c h e s  i t s
m a x i m u m  v a l u e .  A s i m i l a r  p r o b l e m  t o  t h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  o f
t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  a r i s e s ,  n a m e l y  w h e n  t h e  f i r s t  s l o p p i n g  
p r o c e s s  s h o u l d  b e  e n d e d .  F o r  t h e  s a k e  o f  c o n s i s t e n c y ,  t h e
s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  f i r s t  s l o p  c a n  h a n d l e d  b y  a  s i m i l a r  
t e c h n i q u e .  T h e  c o m p o s i t i o n  o f '  t h e  m e d i u m  c o m p o n e n t  i n  t h e  
a c c u m u l a t o r  t s  e x a m i n e d  a t  t h e  e n d  o f  e a c h  i n t e g r a t i o n  s t e p .  
T h e  d e c i s i o n  c a n  b e  m a d e  w h e n  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  m e d i u m  
c o m p o n e n t  s t a r t s  t o  d r o p .  T h i s  c r i t e r i o n  c a n  b e  s t a t e d  
s y m b o l i c a l l y  b y
4 . 2 . 5  S t o p p i n g  c r i t e r i o n  o f  t h e  s e c o n d  p r o d u c t
A f t e r  t h e  f i r s t  s l o p p i n g  p e r i o d  e n d s ,  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
m e d i u m  c o m p o n e n t  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  h a s  t o  b e  e x a m i n e d  t o  s e e
> ( 1 3 )
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w h e t h e r  i t  i s  l o w e r  o r  h i g h e r  t h a n  t h e  s p e c i f i e d  s e c o n d  
p r o d u c t  p u r i t y .  I f  i t  a p p e a r s  t o  b e  l o w e r ,  t h e r e  w i l l  b e  n o  
s e c o n d  p r o d u c t  w h i c h  m u s t  b e  w i t h d r a w n  f r o m  t h e  c o l u m n  a n d  t h e
t u r n s  o u t  t o  b e  g r e a t e r ,  t h e  p r o c e s s  e n t e r s  t h e  s e c o n d  t o p p i n g  
p e r  i o d .
T h e  a m o u n t  o f  t h e  s e c o n d  p r o d u c t  c o l l e c t e d  i n  t h e  s e c o n d  
p r o d u c t  c o n t a i n e r  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
m e d i u m  c o m p o n e n t  c a n  b e  e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
A n d  t h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  a r e  g i v e n  r e s p e c t i v e l y  
By
p r o c e s s  c a n  b e  c o n t i n u e d  t o  t h e  n e x t  s t e p .  H o w e v e r  i f  i t
d t (9)
( 10)
2
t
( 11)
t
Q d t  c ( 12)
2
T h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  o f  t h e  s e c o n d  p r o d u c t  c a n  b e  d e r i v e d  i n  
a  s i m i l a r  f a s h i o n  t o  t h e  f i r s t  p r o d u c t ;
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x, ( 13)
4 . 2 . 6  S t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s e c o n d  s l o p p i n g
W h e t h e r  a  s e c o n d  s l o p  i s  n e c e s s a r y  d e p e n d s  o n  w h e t h e r  t h e  
s p e c i f i e d  t h i r d  p u r i t y  h a s  a l r e a d y  b e e n  a c h i e v e d  a t  t h e  e n d  o f  
t h e  s e c o n d  p r o d u c t  p e r i o d .  I n  t h i s  s t u d y ,  t h ©  t h i r d  p r o d u c t  
i s  t a k e n  b y  c o m b i n i n g  a l l  h o l d u p s  i n  t h e  c o l u m n .  T h e  a m o u n t  
o f  t h e  t h i r d  p r o d u c t  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  
h e a v y  c o m p o n e n t  c a n  b e  e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
D u r i n g  t h e  p r o c e s s ,  t h e  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  h e a v y  
c o m p o n e n t  a s  e x p r e s s e d  b y  e q u a t i o n  ( 1 5 )  i s  g r a d u a l l y  
i n c r e a s e d .  T o  d e t e c t  t h e  e n d  o f  t h e  s e c o n d  t o p p i n g  p e r i o d ,  i t  
i s  n e c e s s a r y  t o  e x a m i n e  w h e t h e r  t h e  s p e c i f i e d  t h i r d  p r o d u c t
( 1 4 )
( 1 5 )
p u r i t y  h a s  b e e n  a c h i e v e d .  T h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  c a n  b e
s t a t e d  b y
P3 ( 16)
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I f  t h e  s p e c i f i e d  t h i r d  p r o d u c t  p u r i t y  h a s  b e e n  a c h i e v e d  a t  t h e  
e n d  o f  t h e  s e c o n d  p r o d u c t  p e r i o d ,  t h e r e  w i l l  b e  n o  s e c o n d  
s l o p ,  a n d  t h e  p r o c e s s  c a n  e n t e r  t h e  c l e a n i n g  a n d  r e c h a r g i n g  
s t e p .  I f  i t  h a s  n o t  b e e n  a c h i e v e d ,  t h e  p r o c e s s  e n t e r s  t h e  
s e c o n d  s l o p p i n g  p e r i o d .
T h e  a m o u n t  o f  t h e  s e c o n d  s l o p  a n d  i t s  c u m u l a t i v e  c o m p o s i t i o n s  
i n  t h e  s e c o n d  s l o p  c o n t a i n e r  a r e  e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
S  =2 d t ( 1 7 )
Xs z I; V X % ± ©R + 1 d t ( 1 8 )
T h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  r e q u i r e d  d u r i n g  t h e  s e c o n d  ■ 
s l o p p i n g  p e r i o d  c a n  b e  e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
Q d t3 . B
3
( 1 9 )
CM■ J .
Q d t  c (20)
D u r i n g  t h e  s e c o n d  t o p p i n g  p e r i o d ,  t h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  
e x p r e s s e d  b y  e q u a t i o n  ( 1 6 )  a b o v e ,  i s  a p p l i e d  a t  t h e  e n d  o f  
e a c h  i n t e g r a t i o n  s t e p ,  g i v i n g
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Xs  ( t  )F3 -ft P3 ( 16a Y
T h i s  t h e o r e t i c a l  c r i t e r i o n  i s  e a s i l y  a p p l i e d  i n  t h e  c o m p u t e r  
s i m u l a t i o n  b u t  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  i m p l e m e n t  i n  p r a c t i c e  u n l e s s  
t h e r e  i s  a c c e s s  t o  a l l  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  l i q u i d  h o l d u p s  
d u r i n g  t h e  p r o c e s s  o r  a n  a c c u r a t e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  h a s  
b e e n  c a r r i e d  o u t .
4 . 2 . 7  P s e u d o  c o n t i n u o u s  r e p r e s e n t a t i o n
F o r  t h e  s a k e  c l a r i f i c a t i o n ,  i t  i s  p r o p o s e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  
a b o v e  o p e r a t i o n  s t e p s  o f  a  s i m p l e  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  a s  a  
p s e u d o  c o n t i n u o u s  o p e r a t i o n .  E a c h  o p e r a t i o n  s t e p  c a n  b e  
r e p r e s e n t e d  b y  a  b o x  w i t h  a r r o w s  o f  i n p u t  a n d  o u t p u t  s t r e a m s .
T h e  i n p u t  s t r e a m s  s h o u l d  b e  n u m b e r e d  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
o p e r a t i o n  s t e p  a s s i g n e d  t o  t h e  b o x .
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B
C
D
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F
F i g u r e  2  S i m p l e  T e r n a r y  S y s t e m  
C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n  
S t a r t - u p .
F i r s t  t o p p i n g .
F i r s t  s l o p p i n g .
S e c o n d  t o p p i n g .
S e c o n d  s l o p p i n g .
F i g u r e  2  s h o w s  a  p s e u d o  c o n t i n u o u s  f l o w  s h e e t  w h i c h  r e p r e s e n t !  
t h e  p s e u d o  c o n t i n u o u s  o p e r a t i o n  o f  t h e  a b o v e  s i m p l e  t e r n a r y  
d i s t i 1 l a t i o n .
4 . 2 . 8  T y p i c a l  r e s u l t s  o f  a  s i m p l e  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n . .
T y p i  c a l  r e s u l t s  f r o m  t h e  s i m u l a t i o n  o f  a  s i m p l e  t e r n a r y  
d i s t i l l a t i o n  a r e  a s  f o l l o w .
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M a t e r i a l  b a l a n c e
I n i t i a l  C h a r g e  t o  t h e  R e b o i l e r ♦ F - 5 0 5 .  k m o l
I n i t i a l  C h a r g e  C o m p o s i t i o n ♦ x1F = 0 . 4 0
K = 0 . 3 5
K
= 0 . 2 5
F i r s t  P r o d u c t  C o l l e c t e d 1 P i
= 1 9 4 .  k m o l
F i r s t  P r o d u c t  C o m p o s i t i o n #ft c - 0 . 9 5 0
= 5 . 0 0 3 5 8 7 E - 0 2
C - 6 . 1 4 7 9 7 0 E - 0 5
F i r s t  S l o p  C o l l e c t e d • sA ss 1 1 2 .  l c a o l
F i r s t  S l o p  C o m p o s i t i o n ♦ X 4s i = 0 .  1 5 9
x2s i = 0 . 8 3 5
x9s i = 5 / 5 9 5 5 3 I E - 0 3
S e c o n d  P r o d u c t  C o l l e c t e d ft♦ P2 4 5 .  k m o l
S e c o n d  P r o d u c t  C o m p o s i t i o n •ft x4P2= 3 . 3 2 9 9 0 E - 0 3
X2P2= 0 . 9 5 0
X9P2= 4 . 6 7 6 9 3 2 E - 0 2
S e c o n d  S l o p  C o l l e c t e d • s2 = 4 1 .  k m o l
S e c o n d  S l o p  C o m p o s i t i o n •♦ X 4S2 s 1 . 7 3 4 0 8 9 E - 0 4
x2S2= 0 . 6 1 0
X9S2—0 . 3 9 0
T h i r d  P r o d u c t  C o l l e c t e d • P a = 1 1 3 .  k m o l
T h i r d  P r o d u c t  C o m p o s i t i o n ♦ C — 1 . 8 9 8 4 2 I E - 0 6
< a
= 4 . 9 9 6 2 5 8 E - 0 2
= 0 . 9 5 0
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2) Time and energy consumption
C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  t i m e : 0 A = 1 0 . 0 0  m i n
S t a r t - u p  t i m e : 0 B = 1 8 . 1 5  m i n
F i r s t  t o p p i n g  t i m e : 0 c
= 8 7 . 2 0  m i n
F i r s t  s l o p p i n g  t i m e : 0 D = 5 0 . 5 5  m i n
S e c o n d  t o p p i n g  t i m e : 0 E
— 2 0 . 2 0  m i n -
S e c o n d  s l o p p i n g  t i m e : 0 F
= 1 8 . 4 5  m i n
G l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  e n e r g y ! f t *
= q  = 
CA
S t a r t - u p  h e a t i n g 1 f t o = 1 . 3 6 2 3 8 9 E + 0 6 k c a l
S t a r t - u p  c o o l i n g ! f t ® - 1 . 3 5 4 5 7 4 E + 0 6 k c a l
F i r s t  t o p p i n g  h e a t i n g ^ B 1
= 6 . 3 9 3 6 0 9 E + 0 8 k c a l
F i r s t  t o p p i n g  c o o l i n g ! f t . = 6 . 5 2 4 9 2 4 E + 0 6 k c a l
F i r s t  s l o p p i n g  h e a t i n g 1 <1BZ
= 4 . 0 6 0 1 5 2 E + 0 6 k c a l
F i r s t  s l o p p i n g  c o o l i n g J q C2
= 4 . 1 1 1 9 3 2 E + 0 6 k c a l
S e c o n d  t o p p i n g  h e a t i n g ^ B 3 1 . 6 3 8 9 7 9 E + 0 6 k c a l
S e c o n d  t o p p i n g  c o o l i n g %Gf3 - 1 . 6 5 9 5 5 4 E + 0 6 k c a l
S e c o n d  s l o p p i n g  h e a t i n g ^ B 4 = 1 . 5 8 9 6 7 3 E + 0 6 k c a l
S e c o n d  s l o p p i n g  c o o l i n g 1 = 1 . 6 0 6 4 1 1 E + 0 8 k c a l
4 . 3 .  S i m u l a t i o n  o f  a  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  w i t h  s l o p  r e c y c l e
T h e  a b o v e  r e s u l t s  o f  a  s i m p l e  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  r e v e a l  t h a t  
t h e r e  a r e  c o n s i d e r a b l e  a m o u n t s  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  s l o p  
w h i c h  c a n  b e  r e p r o c e s s e d  o r  r e c y c l e d  i n  t h e  i r e x t  b a t c h  c y c l e .  
L u y b e n  ( 1 9 8 8 )  s u g g e s t e d  t h a t  t h e r e  a r e  t h r e e  m e t h o d s  o f  
t r e a t i n g  t h e  s l o p s ,  o n e  o f  w h i c h  h a s  b e e n  r e p o r t e d .  T h e s e  
i n c l u d e  1 )  u s i n g  t h e  f i r s t  s l o p  c u t  t o  f i l l  u p  t h e  r e f l u x  d r u m  
( a n d  p e r h a p s  t h e  c o l u m n )  p r i o r  t o  t h e  s t a r t - u p  u n d e r  t o t a l  
r e f l u x  c o n d i t i o n s  i n  t h e  n e x t  b a t c h  c y c l e ;  2 )  c h a r g i n g  f r e s h  
f e e d  t o  t h e  s t i l l  p o t  a n d  f e e d i n g  t h e  s l o p  c u t s  i n t o  t h e  
c o l u m n  a t  a n  a p p r o p r i a t e  t r a y  a n d  a p p r o p r i a t e  t i m e  d u r i n g  t h e
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c u b s  a n d  d o i n g  b i n a r y  b a t c h  d i s t i l l a t i o n s  o n  e a c h  o f  t h e  s l o p
c u t s ,  w h e n  a n  a d e q u a t e  s t i l l  c h a r g e  h a s  a c c u m u l a t e d .
I n  t h i s  s t u d y ,  t h e s e  t h r e e  m e t h o d s  w i l l  b e  u s e d  t o  d e v e l o p
a l t e r n a t i v e  m o d e s  o f  o p e r a t i o n  f o r  s l o p  r e c y c l e .
4 . 3 . 1  D e v e l o p m e n t  o f  t h e  f i r s t  m e t h o d
T h e  f i r s t  m e t h o d  o f  s l o p  r e c y c l e  i s  b a s e d  o n  t h e  i d e a  t h a t  t h e  
t w o  s l o p s ,  i n s t e a d  o f  o n l y  t h e  f i r s t  s l o p  a s  c o n s i d e r e d  b y  
L u y b e n  ( 1 9 8 8 ) ,  a r e  r e c y c l e d  t o  t h e  c o l u m n  d u r i n g  t h e
p r e p a r a t i o n  f o r  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d .  I f  t h e  t o t a l  c h a r g e  t o  
t h e  c o l u m n  i s  k e p t  c o n s t a n t ,  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e  r e q u i r e d  f o r  
t h e  c y c l e  i s  l e s s  t h a n  t h e  s i m p l e  m e t h o d  w i t h  n o  s l o p  r e c y c l e .  
T h e  r e q u i r e d  f r e s h  c h a r g e  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
N+A
c = V n - s - (21)
f  /  n  A 2.b «M in = o
T h e  f i r s t  m e t h o d  o f  s l o p  r e c y c l e  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  3 .  
T h e r e  a r e  m a n y  w a y s  o f  i m p l e m e n t i n g  t h i s  m e t h o d .  S o m e  o f  
t h e s e  a r e  t r e a t e d  i n  t h i s  s t u d y  a n d  c a n  b e  d e s c r i b e d  b y  t h e
f o l l o w i n g  m o d e s  o f  o p e r a t i o n .
1)  M o d e  o f  o p e r a t i o n  1
T h e  t w o  s l o p s  a r e  c o m b i n e d  t o g e t h e r  w i t h  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e
c o u r s e  o f  t h e  n e x t  b a t c h ;  a n d  3) s a v i n g  u p  a  n u m b e r  o f  s l o p
1 12
t o  f i l l  t h e  a c c u m u l a t o r ,  t h e  t r a y s  a n d  t h e  r e b o i l e r .  T h e  
i n i t i a l  c o m p o s i t i o n s  i n  e a c h  h o l d u p  i n  t h e  c o l u m n  a r e  a l l  t h e  
s a m e ,  n a m e l y
cjC + S X1 + S X1
- L J  * 4 2 2 ,0 9 )no "* C, + S + S C22)f  A 2
2 )  M o d e  o f  o p e r a t i o n  2
S o m e  o f  t h e  f i r s t  s l o p  i s  u s e d  t o  f i l l  t h e  a c c u m u l a t o r  a n d  t h e
t r a y s ,  a n d  t h e  r e s t  o f  i t  i s  c o m b i n e d  w i t h  t h e  f r e s h  c h a r g e
a n d  t h e  s e c o n d  s l o p  t o  f i l l  t h e  r e b o i l e r .  T h e  i n i t i a l
c o m p o s i t i o n s  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  a n d  t h e  t r a y s  a r e
xl = xV (23)nO ©A
a n d  i n  t h e  r e b o i l e r
c X  + S  X1 + ( M -  C - -  3  ) x 4 '
f f 2  2  N+A f 2  OA , ,
X =.... *.........   " --------------  ( 2 4 )<N+A)0 unN+A
3 )  M o d e  o f  o p e r a t i o n  3
B o t h  s l o p s  a r e  f i r s t  c o m b i n e d .  T h e  c o m b i n e d  s l o p s  a r e  u s e d  t o  
f i l l  t h e  a c c u m u l a t o r  a n d  t h e  t r a y s  a n d  t h e  r e s t  a r e  u s e d  t o  
f i l l  t h e  r e b o i l e r  t o g e t h e r  w i t h  t h e  f r e s h  c h a r g e * .  T h e  i n i t i a l  
c o m p o s i t i o n s  i n  t h e  t h e  a c c u m u l a t o r  a n d  t h e  t r a y s  a r e
113
and in the reboiler
X t
C fx,1 + ( H
(26)N+i,© H
P F± 2
P 3
^  G K F 1- *  O U b 2-  C ± D - ^  c i - j - s -  c F p
F i g u r e  3  Th© f i r s t  m e t h o d  o f  s l o p  r e c y c l e
A : C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n .
B : S t a r t - u p .
C : F i r s t  t o p p i n g .
D : F i r s t  s l o p p i n g .
E : S e c o n d  t o p p i n g .
F • S e c o n d  s l o p p i n g .
4 . 3 . 2  D e v e l o p m e n t  o f  t h e  s e c o n d  m e t h o d
I n  t h e  s e c o n d  m e t h o d ,  e i t h e r  o n e  o r  b o t h  s l o p s  a r e  f e d  t o  t h e  
c o l u m n  a t  a p p r o p r i a t e  p l a t e s ,  a t  a p p r o p r i a t e  t i m e s  a n d  f o r  
a p p r o p r i a t e  d u r a t i o n s .  S e v e r a l  m o d e s  o f  o p e r a t i o n  r e s u l t i n g  
f r o m  t h i s  i d e a  a r e  a s  f o l l o w  :
1) Mode of operation 4
T h e  s e c o n d  s l o p  i s  c o m b i n e d  w i t h  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e  t o  f i l l  
t h e  a c c u m u l a t o r  a n d  t h e  t r a y s ,  a n y  s u r p l u s  g o i n g  t o  t h e  
r e b o i l e r  t o g e t h e r  w i t h  f r e s h  c h a r g e .  T h e  f i r s t  s l o p  i s  f e d  t o  
t h e  c o l u m n  a t  a n  a p p r o p r i a t e  p l a t e  a n d  a p p r o p r i a t e  t i m e  a n d  
d u r a t i o n .  T h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  4 .  
T h e  r e q u i r e d  f r e s h  c h a r g e  a n d  t h e  r a t e  o f  s l o p  i n j e c t i o n  f o r  
t h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  a r e  r e s p e c t i v e l y
Cf Mn s2 (27)
S
F t t (28)r
T h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n s  o f  e a c h  h o l d u p  a r e  t h e  s a m e ,  g i v e n  b y
pF i g u r e  4 M o d e  o f  o p e r a t i o n  4
A : C l e a n i n g -  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n : ’ 
B s S t a r t - u p .
C : F i r s t  t o p p i n g .
D : F i r s t  s l o p p i n g .
E : S e c o n d  t o p p i n g .
F  ? S e c o n d  s l o p p i n g .
2 )  M o d e  o f  o p e r a t i o n  5
T h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  b y  F i g u r e  5 .  T h e  c o l u m n  
i s  f i l l e d  o n l y  w i t h  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  
t h e  n e w  b a t c h  c y c l e ,  s o  t h a t  t h e  r e q u i r e d  f r e s h  c h a r g e  i s
W h i l e  e a c h  s l o p  i s  f e d  t o  t h e  c o l u m n  a t  a n  a p p r o p r i a t e  p l a t e ,  
t i m e ,  a n d  d u r a t i o n .  T h e  c o n s t a n t  r a t e  o f  s l o p  i n j e c t i o n  f o r  
t h e  f i r s t  s l o p  i s  g i v e n  b y
Hn ( 3 0 )
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F =   o n
n i  t  — t „
s
and for the second slop
S
F  =    — . ( 3 2 )n 2  t  — t „s  f
■*-* c a - ^  C Z Z 3 — c r Z } - ^  C Z
s
F i g u r e  5  M o d e  o f  o p e r a t i o n  5
A : C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n  
B : S t a r t - u p .
C : F i r s t  t o p p i n g .
D : F i r s t  s l o p p i n g .
E : S e c o n d  t o p p i n g .
F  : S e c o n d  s l o p p i n g .
3 )  M o d e  o f  o p e r a t i o n  6
T h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  6 .  T h e  c o l u m n  
i s  f i l l e d  o n l y  w i t h  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  
t h e  n e w  b a t c h  c y c l e .  B o t h  s l o p s  a r e  c o m b i n e d  t o g e t h e r  a n d  f e d
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t o  t h e  c o l u m n  a t  a n  a p p r o p r i a t e  p l a t e ,  t i m e ,  a n d  d u r a t i o n .  
T h e  a m o u n t  o f  t h e  c o m b i n e d  s l o p  a n d  i t s  c o m p o s i t i o n  c a n  b e  
e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
S  =m (33)
X =Sm
s xv + s xv 1 1  2 2
s + s 1 2
(34)
a n d  t h e  c o n s t a n t  r a t e  o f  i n j e c t i o n  f o r  t h ©  c o m b i n e d  s l o p  i s  
g i v e n  b y
t  -
£3
(35)
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F i g u r e  6  M o d e  o f  o p e r a t i o n
A : C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n .  
B : S t a r t - u p .
C : F i r s t  t o p p i n g .
D : F i r s t  s l o p p i n g .
E : S e c o n d  t o p p i n g .
F  : S e c o n d  s l o p p i n g .
4 )  M o d e  o l  o p e r a t i o n  7 -
T h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  s i m i l a r  t o  M o d e  o f  o p e r a t i o n  6 ,
e x c e p t  t h a t  t h e  c o m b i n e d  s l o p  i s  d i s t r i b u t e d  t o  s e v e r a l  p l a t e s
a t  a p p r o p r i a t e  t i m e  a n d  d u r a t i o n .  I f  t h e  c o m b i n e d  s l o p  i s
e v e n l y  d i s t r i b u t e d  t o  N p l a t e s ,  t h e  c o n s t a n t  r a t e  - o f8
i n j e c t i o n  f o r  e a c h  c h o s e n  p l a t e  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
S
F
tn •
( 3 6 )' r>
S .  f 
) J
i Ns
n n l ,  r»2, n3, n
119
T h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  a  m o d i f i c a t i o n  o f  m o d e  o f  o p e r a t i o n  
4 ,  w h e r e  t h e  f i r s t  s l o p  i s  d i s t r i b u t e d  t o  s e v e r a l  p l a t e s  a t  
a p p r o p r i a t e  t i m e  a n d  d u r a t i o n .  I f  t h e  f i r s t  s l o p  i s  
d i s t r i b u t e d  w i t h  t h e  s a m e  q u a n t i t y  t o  e a c h  o f  Ne c h o s e n  
p l a t e s ,  t h e  c o n s t a n t  r a t e  o f  i n j e c t i o n  c a n  b e  d e f i n e d  b y
5) Mode of operation 8
F n  =  ( t  -  t .  )N < 3 7 >
4 . 3 * 3  D e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h i r d  m e t h o d
I n  t h i s  s t u d y ,  o n l y  o n e  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  d e v e l o p e d  f r o m  
t h e  t h i r d  m e t h o d  o f  s l o p  r e c y c l e .  T h a t  i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n  9  
i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  7 .  T h e r e  a r e  t w o  p o s s i b l e  t y p e s  o f  
c y c l e  w h i c h  c a n  o c c u r  i n  t h i s  m o d e  o f  o p e r a t i o n ,  n a m e l y  t h e  
l o n g  c y c l e  a n d  t h e  s h o r t  c y c l e .  I f  t h e  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  
s l o p  a v a i l a b l e  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  r e q u i r e d  m i n i m u m  l e v e l ,  t h e  
l o n g  c y c l e  i s  e x e c u t e d .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e  a v a i l a b l e  
f i r s t  s l o p  i s  l o w e r  t h a n  t h e  r e q u i r e d  m i n i m u m  l e v e l ,  t h e  s h o r t  
c y c l e  i s  e x e c u t e d .  T h e  r e q u i r e d  m i n i m u m  l e v e l  a d o p t e d  i n  t h i s  
s t u d y  i s  d e f i n e d  b y
imin = 0. 1 HN+i
NI
r * -o
M (38)
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1) Long cycle operation
I n  t h e  l o n g  c y c l e ,  t h e  f i r s t  s l o p  i s  f u r t h e r  t r e a t e d  a s  a  
b i n a r y  d i s t i l l a t i o n  w h i c h  c o n s i s t s  o f  t h e  p r e p a r a t i o n  p e r i o d ,  
t h e  s t a r t  u p  p e r i o d ,  a n d  t h e  s l o p p i n g  p e r i o d .  I t  i s  e x p e c t e d  
t h a t  t h e  b i n a r y  d i s t i l l a t i o n  w i l l  g i v e  a n  a d d i t i o n a l  s e c o n d  
p r o d u c t  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  t h e  s u m m a t i o n  o f  a l l  t h e  h o l d u p s  a t  
t h e  e n d  o f  t h e  s l o p p i n g  p e r i o d .  T h e  t h i r d  s l o p  w h i c h  i s  
c o l l e c t e d  d u r i n g  t h e  s l o p p i n g  p e r i o d  o f  t h e  b i n a r y  s y s t e m  i s  
c o m b i n e d  w i t h  t h e  s e c o n d  s l o p  a n d  t h e  n e w  f r e s h  c h a r g e  t o  
s t a r t  t h e  n e w  c y c l e .
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F i g u r e  7  M o d e  o f  o p e r a t i o n  9
A : C l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n .
B : S t a r t - u p .
C : F i r s t  t o p p i n g .
D : F i r s t  s l o p p i n g .
E  : S e c o n d  t o p p i n g .
F  : S e c o n d  s l o p p i n g .
G : B i n a r y  c l e a n i n g  a n d  c h a r g i n g  /  p r e p a r a t i o n  
H : B i n a r y  s t a r t - u p
»
I  : B i n a r y  s l o p p i n g .
T h e  r e q u i r e d  f r e s h  c h a r g e  t o  b e g i n  a  n e w  c y c l e  c a n  b e  
e x p r e s s e d  b y
N + l
-  r - S  -  S  ( 3 9 )z  a
n=0
A n d  t h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n s  i n  e a c h  h o l d u p s  i s  g i v e n  b y
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(40)
T h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n s  o f  e a c h  h o l d u p  f o r  t h e  b i n a r y  
d i s t i l l a t i o n  a r e  t h e  s a m e  a s  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  a v a i l a b l e  
f i r s t  s l o p  w h i c h  i s  e i t h e r  a  d i r e c t  s l o p  f i r s t  f r o m  t h e  
c u r r e n t  l o n g  c y c l e  o r  a c c u m u l a t e d  f i r s t  s l o p  f r o m  t h e  p r e v i o u s  
s h o r t  c y c l e s .
A s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d  o f  t h e  b i n a r y  
d i s t i l l a t i o n  s i m i l a r  t o  t h e  p r e v i o u s  o n e  o f  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  
s y s t e m  c a n  b e  d e f i n e d  a s
T h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  r e q u i r e d  d u r i n g  t h e  b i n a r y  
s t a r t - u p  p e r i o d  c a n  b e  c a l c u l a t e d  r e s p e c t i v e l y  b y
X* (t - At) <O 5 (41)
(42)
t
(43)
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T h e  a m o u n t  a n d  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  t h i r d  s l o p  d u r i n g  t h e  
t h i r d  s l o p p i n g  p e r i o d  o f  t h e  b i n a r y  d i s t i l l a t i o n  c a n  b e  
e x p r e s s e d  r e s p e c t i v e l y  b y
l * *  v *
" J t  R + 1
■t v xl
=   L —  *  4 ■? -  d t  ( 4 5 )
s a  S  I .  R + l3 J t 3
A t  t h e  s a m e  t i m e ,  t h e  a m o u n t  o f  t h e  f o u r t h  p r o d u c t  a n d  i t s  
c o m p o s i t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
N+A
= > H ( 4 7 )
n=o
N+l
xl =  i—  V  M X 1 (48)P4 P  /  n  n
A  «■—n = o
T h e  s t o p p i n g  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s l o p p i n g  p e r i o d  o f  t h e  b i n a r y  
i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  t h e  s e c o n d  s l o p p i n g  p e r i o d  f o r  t h e  
s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m ,  n a m e l y .
X* ( t  > S  X* ( 4 9 )PA <3 PZ
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T h e  a m o u n t  o f  h e a t i n g  a n d  c o o l i n g  d u r i n g  t h e  t h i r d  s l o p p i n g  
p e r i o d  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y
I 8
( 5 0 )
C<5 T, Q d t  c ( 5 1 )
2 )  S h o r t  c y c l e  o p e r a t i o n
I n  t h e  s h o r t  c y c l e  o p e r a t i o n  t h e  f i r s t  s l o p  a n d  t h e  s e c o n d  
s l o p  a r e  e a c h  - s a v e d  i n  t h e i r  c o n t a i n e r s  w a i t i n g  f o r  t h e  
a d d i t i o n a l  f i r s t  a n d  s e c o n d  s l o p  f r o m  t h e  n e x t  c y c l e .  
T h e r e f o r e ,  t h e  i n i t i a l  c h a r g e  f o l l o w i n g  a  s h o r t  c y c l e  i s  
a l w a y s  t h e  s a m e  f r e s h  c h a r g e .  A n d  t h e  c o l u m n  o p e r a t e s  a s  a  
s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m .
4 . 3 . 4  S i m u l a t i o n  r e s u l t s  a n d  d i s c u s s i o n s
T h e  s i m u l a t i o n s  o f  t h e  a b o v e  m o d e s  o f  o p e r a t i o n  a r e  c a r r i e d  
o u t  b a s e d  o n  t h e  s a m e  b a s i c  d a t a  a s  t h a t  o f  t h e  p r e v i o u s  
s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m .  T h e r e f o r e ,  t h e  r e s u l t s  f r o m  e a c h  m o d e  
o f  o p e r a t i o n  c a n  b e  c o m p a r e d  t o  a  c o m m o n  b a s e  p o i n t .
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r e p o r t e d ,  s u c h  a s  t h e  q u a n t i t i e s  p r o d u c e d  p e r  c y c l e  o f  t h e
f i r s t  p r o d u c t ,  t h e  s e c o n d  p r o d u c t ,  t h e  f i r s t  s l o p ,  a n d  t h e  
s e c o n d  s l o p .  T h e  g r a p h s  o f  e a c h  o f  t h e s e  f i v e  q u a n t i t i e s  
v e r s u s  c y c l e  n u m b e r  a r e  s h o w n  r e s p e c t i v e l y  i n  F i g u r e s  8  t o  1 2 .  
E a c h  F i g u r e  c o n s i s t s  o f  n i n e  g r a p h s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n i n e  
m o d e s  o f  o p e r a t i o n .  T h e s e  n i n e  m o d e s  r e p r e s e n t  v a r i a t i o n s  o f  
t h e  t h r e e  m e t h o d s  o f  h a n d l i n g  t h e  r e c y c l e  s l o p s ,  n a m e l y  m o d e s
o f  o p e r a t i o n  1 t o  3  f r o m  t h e  f i r s t  m e t h o d ,  m o d e s  4  t o  8  f r o m
t h e  s e c o n d  m e t h o d ,  a n d  m o d e  9  f r o m  t h e  t h i r d  m e t h o d .  S o m e  
f e a t u r e s  w o r t h y  o f  n o t e  i n  t h e  r e s u l t s  o f  s i m u l a t i o n  a r e  :
1 )  S t e a d y  s t a t e  p r o p e r t i e s
E a c h  o f  t h e  f i v e  q u a n t i t i e s  r e f e r r e d  t o  a b o v e  i n i t i a l l y  
c h a n g e s  w i t h  r e s p e c t  t o  c y c l e  n u m b e r  a n d  f i n a l l y  c o n v e r g e s  t o  
a  s t e a d y  s t a t e  v a l u e  a f t e r  a b o u t  s i x  b a t c h e s .  I t  m e a n s  t h a t ,  
f o r  r e l a t i v e l y  l o n g  t e r m  o p e r a t i o n ,  t h e  t e r n a r y  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  w i t h  s l o p  r e c y c l e  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  
q u a s i - c o n t i n u o u s  o p e r a t i o n .  As  a  r e s u l t  o f  t h i s ,  o p t i m i s a t i o n  
a n a l y s i s  o f  t h e  t e r n a r y  s y s t e m  w i t h  s l o p  r e c y c l e  c a n  b e  
t r e a t e d  i n  s i m i l a r  w a y  t o  a n a l y s i n g  a  c o n t i n u o u s  o p e r a t i o n .
2 )  V a r i a n c e s  d u e  t o  m o d e s  o f  o p e r a t i o n
There are many results from the simulations which can be
T h e r e  e x i s t  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  f i v e  
q u a n t i t i e s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  t h r e e  m e t h o d s  o f  s l o p  h a n d l i n g  
c o m p a r e d  t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  w i t h o u t  s l o p
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2 2 _
C y l e c l e  N u m b e r
F i g u r e  8 C o m p a r i s o n  o F  t h e  F i r s t  p r o d u c t s .
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C y c l e  N u m b e r
F i g u r e  9  C o m p a r i s o n  o F  t h e  s e c o n d  p r o d u c t s .
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C y c l e  N u m b e r
F i g u r e  10 C o m p a r i s o n  o F  t h e  t h i r d  p r o d u c t s .
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C y c l e  N u m b e r
F i g u r e  11 C o m p a r i s o n  o F  t h e  F i r s t  s l o p s .
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C y c l e  N u m b e r
F i g u r e  12 C o m p a r i s o n  o F  t h e  s e c o n d  s l o p s .
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r e c y c l e .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  a r e  g r o u n d s  f o r  t r y i n g  t o  
d i s t i n g u i s h  t h e m  o n  t h e  b a s i s  o f  a n  a p p r o p r i a t e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n .
Among t h e  f i r s t  m e t h o d s  o f  s l o p  h a n d l i n g  w h i c h  a r e  r e p r e s e n t e d  
b y  m o d e s  o f  o p e r a t i o n  1 t o  3 ,  i t  a p p e a r s  t h a t  o n l y  r e l a t i v e l y  
s m a l l  d i f f e r e n c e s  o c c u r .  H o w e v e r ,  f o r  t h e  s e c o n d  m e t h o d s  ( 4  
t o  8 ) ,  t h e  d i f f e r e n c e s  a r e  m o r e  p r o n o u n c e d .  F r o m  t h e  s i n g l e  
r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  t h i r d  m e t h o d ,  m o d e  o f  o p e r a t i o n  9 ,  i t  
a p p e a r s  t h a t  f o r  s i m u l a t i o n s  c h o s e n  h e r e  o n l y  t h e  l o n g  c y c l e  
o p e r a t i o n  i s  e x e c u t e d .
3 )  A c c u m u l a t e d  s l o p s
I t  a p p e a r s  f r o m  F i g u r e s  11 a n d  1 2  t h a t  t h e  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  
s l o p  f o r  e a c h  m o d e  o f  o p e r a t i o n  i s  a l w a y s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  
f r o m  a  s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m ,  w h e r e a s  t h e  a m o u n t  o f  t h e  s e c o n d  
s l o p  f o r  e a c h  m o d e  o f  o p e r a t i o n  d e c r e a s e s .
F o r  m o d e s  o f  o p e r a t i o n  1 t o  3 ,  t h e  f i r s t  s l o p  i n c r e a s e s  b y  a  
f a c t o r  o f  2  a n d  t h e  s e c o n d  s l o p  d e c r e a s e s  b y  t h e  s a m e  f a c t o r .  
F o r  m o d e  o f  o p e r a t i o n  4  t o  8 ,  t h e  f i r s t  s l o p  i n c r e a s e s  b y  
f a c t o r  o f  3  t o  4  a n d  t h e  s e c o n d  s l o p  d e c r e a s e s  b y  f a c t o r  o f
1 . 6  t o  1 . 8 .  F o r  m o d e  o f  o p e r a t i o n  9 ,  o n l y  s l i g h t  c h a n g e s  t o  
t h e  f i r s t  a n d  t h e  s e c o n d  s l o p  a r e  n o t i c e d .
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4.4 Objective function
In  t h i s  s t u d y ,  tw o  t y p e s  o f  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a r e  i n t r o d u c e d  
f o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n ,  nam e ly  c a p a c i t y  and p r o f i t .  I t  
i s  n e c e s s a r y  t o  e n s u re  t h a t  t h e  tw o  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  a r e  so 
d e f i n e d  t h a t  t h e y  can  be used  t o  compare  each o f  t h e  
a b o v e - m e n t i o n e d  modes o f  o p e r a t i o n .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  o n l y  
t h e  l o n g  c y c l e  o p e r a t i o n  o f  mode o f  o p e r a t i o n  9 w i l l  be 
a n a l y s e d  t o g e t h e r  w i t h  t h e  o t h e r  e i g h t  modes o f  o p e r a t i o n .  
The d e f i n i t i o n s  o f  t h e  two  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  a r e  as f o l l o w s .
4 . 4 . 1  C a p a c i t y
A c c o r d i n g  t o  L u y b e n *s ( 1 9 8 8 )  d e f i n i t i o n ,  t h e  c a p a c i t y  o f  a 
t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  i s  d e f i n e d  by t h e  t o t a l  amoun ts  o f  t h e  
t h r e e  p r o d u c t s  p e r  c y c l e  t i m e .  F o r  modes o f  o p e r a t i o n  1 t o  8,  
t h e  c a p a c i t y  can be e x p r e s s e d  by
P + P + P 
C = — — ^ -------   -  ( 5 2 )
c y c l ®
where  t h e  t o t a l  c y c l e  t i m e ,  t  , , i s  t h e  sum m at ion  o f
cycl©
o p e r a t i n g  t i m e  i n  each o p e r a t i o n  s t e p s ,  G , so t h a t
t =  ) 0 . (53 )
cycl©
i = A
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F o r  t h e  l o n g  c y c l e  o p e r a t i o n  o f  mode o f  o p e r a t i o n  9 ,  t h e  
c a p a c i t y  i s  d e f i n e d  by
C (54)
c y c l ©
where  t h e  c y c l e  t im e  i s  e x p r e s s e d  by
(55)
I = A
4 . 4 . 2  P r o f i t
I n  t h i s  s t u d y  t h e  p r o f i t  i s  d e f i n e d  by  t h e  s a l e s  o f  t h e  t h r e e  
p r o d u c t s  m inus  t h e  c o s t  o f  t h e  f r e s h  c h a r g e ,  t h e  c o s t  o f  
h e a t i n g ,  and  t h e  c o s t  o f  c o o l i n g  p e r  c y c l e  t i m e .
The s a l e s  o f  t h e  t h r e e  p r o d u c t s  can be c a l c u l a t e d  by summing 
up  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  each p r o d u c t ,  P ^  w i t h  i t s  u n i !  
p r i c e ,  CU. F o r  modes o f  o p e r a t i o n  1 t o  8 ,  t h e  s a l e s  can be 
e x p r e s s e d  by
3
( 5 6 )
and f o r  mode o f  o p e r a t i o n  9
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a= ) PC.C l  .  + P C -  ( 5 7 )pt 4 p2
1=4
The c o s t  o f  t h e  f r e s h  c h a r g e  i n  each case  can be c a l c u l a t e d  by 
m u l t i p l y i n g  t h e  amount  o f  t h e  f r e s h  c h a r g e  r e q u i r e d ,  Cf , by 
i t s  u n i t  p r i c e ,  Cp f , so t h a t
C2 = CC , ( 5 8 )
f  pf
The c o s t  o f  h e a t i n g  i s  c a l c u l a t e d  by m u l t i p l y i n g  t h e  t o t a l  
amoun t  o f  h e a t  d u r i n g  t h e  o p e r a t i o n ,  q , . by i t s  u n i t  p r i c e ,Htot
c .
qH
03 = <!«« *c „  ( 5 9 )Htot qH
where  f o r  modes o p e r a t i o n  1 t o  8
q  = q  + )  q  . ( 6 0 )
Htot BA riBt
i =0
and f o r  mode o f  o p e r a t i o n  9
q = q  -!■ q + > Q .  (6 1 )Htot DA BC3 V
t  =o
The cost of cooling can be calculated in a similar fashion to
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the cost of heating, so that®
C4 = Q C „  ( 6 2 )*C tol qC
where  f o r  aodes  o p e r a t i o n  1 t o  8
q - a  * )  q . ( 6 3 )
Ctol Ct
i =0
and f o r  modes o f  o p e r a t i o n  9
q . = q + q  + }  q , <64)Ctol CA XCO /  Ct
i  =o
F i n a l l y ,  t h e  p r o f i t  can be c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  
above  e x p r e s s i o n s  as
F = -C-L -7 --C-2_ --C ? ...-   ( 6 5 )
c y c  I©
4 . 5  D i r e c t  s e a r c h  w i t h  r e s p e c t  t o  modes o f  o p e r a t i o n
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  modes o f  o p e r a t i o n  e x a m in e d  
i n  t h i s  s t u d y  do n o t  r e p r e s e n t  a l l  p o s s i b l e  modes o f  o p e r a t i o n  
w h ic h  can be p o s s i b l y  c r e a t e d  f r o m  t h e  t e r n a r y  d i s t i l l a t i o n  
w i t h  s l o p  r e c y c l e .  T h i s  f a c t  poses  a l i m i t a t i o n  o f  t h i s
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s e a r c h  where  t h e  h i g h e s t  o r  t h e  l o w e s t  v a l u e  o f  an o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  o b s e r v e d  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  a b s o l u t e  maximum o r  
minimum o b t a i n a b l e .
D e s p i t e  t h i s  l i m i t a t i o n ,  t h i s  s t u d y  y i e l d s  some i n t e r e s t i n g  
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  c a p a c i t y  and t h e  p r o f i t  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  method o f  h a n d l i n g  s l o p  T e c y c l e .  F i g u r e  
13 shows t h a t  t h e  s t e a d y - s t a t e  c a p a c i t y  f o r  each o f  mode o f  
o p e r a t i o n  i s  l o w e r  t h a n  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s te m .  On t h e  
o t h e r  hand F i g u r e  14 shows t h e  s t e a d y - s t a t e  p r o f i t  o f  each 
mode o f  o p e r a t i o n  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s te m .  
T h i s  c o n t r a s t  a r i s e s  because  L u y b e n ’ s (1 9 8 8 )  d e f i n i t i o n  o f  t h e  
c a p a c i t y  does  n o t  r e c o g n i s e  t h e  a d v a n ta g e  o f  t h e  r e c y c l e  s l o p s  
w h ic h  r e d u c e  t h e  r e q u i r e d  f r e s h  c h a r g e .  T h e r e f o r e ,  c a p a c i t y  
i s  n o t  a s u i t a b l e  c r i t e r i o n  t o  use f o r  m a x i m i s a t i o n  p r o b le m  i n  
t h i s  s t u d y .
The im p r o v e m e n ts  t o  t h e  p r o f i t  by t h e  modes o p e r a t i o n  1 t o  3 , 
w h ic h  r e p r e s e n t  t h e  f i r s t  me thod  o f  h a n d l i n g  s l o p  r e c y c l e ,  
a f t e r  t h e  s t e a d y - s t a t e  v a l u e  i s  a c h i e v e d  a r e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  
same, n a m e ly  a b o u t  37 % w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  
s y s te m .  I t  means t h a t  t h e r e  a r e  no s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  i n  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d s  w h ic h  a r e  e x p e c t e d  t o  be 
d i f f e r e n t  due t o  t h e  t h r e e  modes o f  o p e r a t i o n .
Modes o f  o p e r a t i o n  4 t o  8 w h ic h  r e p r e s e n t  t h e  secon d  method o f  
h a n d l i n g  r e c y c l e  s l o p s  shows more d i v e r s e  im p ro v e m e n ts  t o  t h e  
p r o f i t s .  They a r e  r e s p e c t i v e l y  62 %, 59  %, 63%, 90%, and 69%
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w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m .  B r o a d l y ,  i t  can be 
s t a t e d  t h a t  t h e  s e c o n d  method  o f  h a n d l i n g  s l o p  r e c y c l e  i s  
a b o u t  t w i c e  as e f f i c i e n t  as  t h e  f i r s t  m e thod .
The g r e a t  im p ro v e m e n t  t o  t h e  p r o f i t  f o u n d  i n  t h i s  s t u d y  i s  due
t o  mode o f  o p e r a t i o n  9 w h ic h  r e p r e s e n t s  t h e  t h i r d  me thod  o f
h a n d l i n g  s l o p  r e c y c l e .  The im p rov em en t  i s  146 % w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m .  The s u p e r i o r i t y  o f  t h e  t h i r d  
m e thod  o f  h a n d l i n g  s l o p  r e c y c l e  o v e r  t h e  s e c o n d  method 
p r o b a b l y  a r i s e s  b e c a u s e  t h e  t h i r d  me thod  t a k e s  s h o r t e r  c y c l e  
t i m e s  t h a n  t h e  s e c o n d  m e thod .
No te  t h a t ,  i n  F i g u r e  14, t h e  p r o f i t s  o f  modes 1 t o  8 each
c o i n c i d e s  a t  c y c l e  number  1, whereas  t h e  p r o f i t  o f  mode 9
s e p a r a t e s  i t s e l f .  T h i s  i s  bec a us e ,  a t  t h e  f i r s t  c y c l e  num ber ,  
modes o f  o p e r a t i o n  1 t o  8 p e r f o r m  t h e  same s e r i e s  o f  
o p e r a t i o n a l  s t e p s  as t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s te m  w h ic h  i s  used 
as t h e  b a s i c  mode o f  o p e r a t i o n  f o r  p r o f i t  c o m p a r i s o n .  On t h e  
o t h e r  hand ,  mode o f  o p e r a t i o n  9 has t o  p e r f o r m  a d d i t i o n a l  
o p e r a t i o n  s t e p s  t o  c o m p le t e  i t s  f i r s t  c y c l e .
4 . 6  D i r e c t  s e a r c h  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e f l u x  r a t i o
The c h o i c e  o f  t h e  r e f l u x  r a t i o  p l a y s  an i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e
d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s e s .  F o r  a b a t c h  d i s t i l l a t i o n ,  t h e  h i g h e r
t h e  r e f l u x  r a t i o  t h e  h i g h e r  t h e  p r o d u c t  p u r i t y  and t h e  l o n g e r
t h e  c y c l e  t i m e .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  i s  an im p e t u s  t o  i n v e s t i g a t e
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t h e  m a x i m i s a t i o n  o f  t h e  p r o f i t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e f l u x  
r a t i o  w h ic h  r e p r e s e n t s  a t r a d e  o f f  be tween  t h e  im p ro v e m e n t  t o  
t h e  amount o f  p r o d u c t  p e r  c y c l e  and t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  c y c l e  
t i m e .  T h e re  a r e  many ways o f  s e t t i n g  t h e  r e f l u x  r a t i o .  I n  
t h i s  s t u d y ,  t h e  r e f l u x  r a t i o  i s  s e t  t o  a c o n s t a n t  v a l u e ,  R, 
and t h e  same f o r  each o p e r a t i o n  s t e p .
S in c e  t h e  above r e s u l t s  o f  s i m u l a t i o n  s u g g e s t  t h a t  each o f  t h e  
n i n e  modes o f  o p e r a t i o n  c o n v e r g e s  t o  q u a s i  s t e a d y - s t a t e  
o p e r a t i o n  a f t e r  a b o u t  s i x  b a t c h e s ,  an o b j e c t i v e  f u n c t i o n  was
d e f i n e d  based  on t h e  s y s te m  q u a n t i t i e s  a t  c y c l e  number 7 .  As
r e s u l t  o f  t h i s ,  t h e  c y c l e  number can be removed  f ro m  t h e
a n a l y s i s .  The i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p r o f i t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
mode o f  o p e r a t i o n  and t h e  r e f l u x  r a t i o  can be a n a l y s e d  i n  t h e  
same f a s h i o n  as t h e  a n a l y s i s  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .
F i g u r e  15 shows t h e  p l o t s  o f  t h e  p r o f i t ,  a f t e r  t h e  
s t e a d y - s t a t e  v a l u e  i s  a p p r o x i m a t e l y  a c h i e v e d  a t  c y c l e  number 
7 ,  v e r s u s  t h e  r e f l u x  r a t i o  f o r  t h e  n i n e  modes o f  o p e r a t i o n .  
I t  i s  shown t h a t  f o r  each mode o f  o p e r a t i o n  t h e  s t e a d y - s t a t e  
p r o f i t  i n d i c a t e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a maximum v a l u e  w i t h  r e s p e c t  
t o  c o n s t a n t  r e f l u x  r a t i o .
Modes o f  o p e r a t i o n  1 t o  3 show a l m o s t  f l a t  c u r v e s  w i t h  t h e
o p t i m a l  r e f l u x  r a t i o  a r o u n d  2 . 3 .  Modes o f  o p e r a t i o n  4 t o  8 
show more d i v e r s e  c u r v e s  w i t h  o p t i m a l  r e f l u x  r a t i o  r a n g i n g  
f ro m  3 . 1  t o  3 . 5 .  Mode o f  o p e r a t i o n  9 a l s o  shows a r a t h e r  f l a t  
c u r v e  w i t h  o p t i m a l  r e f l u x  r a t i o  a ro u n d  2 . 9 .
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Figure 15 Profit versus Reflux Ratio.
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From t h e  c u r v e s  i n  F i g u r e  15, i t  can be s u r m i s e d  t h a t  i f  t h e  
maximum p r o f i t  i s  t o  be d e t e r m i n e d ,  an a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  
mode o f  o p e r a t i o n  i s  more i m p o r t a n t  t h a n  an o p t i m a l  c h o i c e  o f  
r e f l u x  r a t i o .  T h i s  i s  because  t h e  m a g n i tu d e  o f  im p ro v e m e n t  
due t o  t h e  mode o f  o p e r a t i o n  i s  much g r e a t e r  t h a n  due t o  t h e  
r e f l u x  r a t i o .  By u s i n g  t h i s  r u l e  w i t h  o n l y  n i n e  modes o f  
o p e r a t i o n  a v a i l a b l e  i n  t h i s  s t u d y ,  t h e  o p t i m a l  mode o f  
o p e r a t i o n  i s  due t o  mode o f  o p e r a t i o n  9 w i t h  t h e  o p t i m a l  
r e f l u x  r a t i o  a r o u n d  2 . 9  w h ic h  r e s u l t s  i n  152 % im p ro v e m e n t  t o  
t h e  p r o f i t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  s y s t e m ,  com pared  
t o  146% f ro m  t h e  p r e v i o u s  im p ro v e m e n ts  due t o  t h e  same mode o f  
o p e r a t i o n  w i t h  an a r b i t r a r y  r e f l u x  r a t i o  o f  3 . 5 .
4 . 7  The e f f e c t  o f  t h e  number o f  p l a t e s
The e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  number o f  p l a t e s ,  N, on t h e  p r o d u c t  
p u r i t y  i s  r o u g h l y  e q u i v a l e n t  t o  v a r y i n g  t h e  r e f l u x  r a t i o ,  
nam e ly  t h e  h i g h e r  t h e  number o f  p l a t e  means t h e  t h e  h i g h e r  
p r o d u c t  p u r i t y .  T h e r e f o r e ,  i f  t h e  c a p i t a l  c o s t s  i s  n o t  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t ,  t h e  p r o f i t  i n c r e a s e s  as t h e  number o f  p l a t e s  
i n c r e a s e s .  I t  w o u ld  be more r e a l i s t i c  t o  i n c o r p o r a t e  an 
e le m e n t  o f  c a p i t a l  c h a r g e s  i n  t o  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  T h i s  
w o u ld  r e q u i r e  an e s t i m a t e  o f  t h e  f r a c t i o n  o f  t h e  p l a n t ’ s l i f e  
w h ic h  i s  s p e n t  i d l e  and t h e  i s s u e  i s  s i d e - s t e p p e d  i n  t h i s  
s t u d y .  T h i s  i s  s a t i s f a c t o r y  when a lw a y s  c o m p a r in g  w i t h  a base 
c a s e .
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Figure 16 ProFits versus ReFlux Ratio For 
node oF operation 9 For varying number oF 
stages From 9 to 13.
144
The e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  number  o f  p l a t e s  i s  i l l u s t r a t e d  by 
F i g u r e  16 w h ic h  shows t h e  p l o t s  o f  t h e  p r o f i t  f o r  mode o f  
o p e r a t i o n  9 v e r s u s  t h e  r e f l u x  r a t i o  f o r  t h e  number o f  p l a t e s  9 
t o  13. F i g u r e  16 a l s o  shows t h a t  t h e  o p t i m a l  r e f l u x  r a t i o  
r e d u c e s  as t h e  number o f  p l a t e s  i n c r e a s e s .
4 . 8  C o n c l u s i o n
From t h e  above s t u d y ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  methods  o f  h a n d l i n g  
t h e  r e c y c l e  s l o p s  s u g g e s t e d  by  Luyben (1988 )  r e s u l t  i n  v a r i o u s  
d e g r e e s  o f  im p ro v e m e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s i m p l e  t e r n a r y  
d i s t i l l a t i o n .  The p r o f i t  seems t o  be a s u i t a b l e  c r i t e r i o n  f o r  
a n a l y s i n g  t h e  m a x i m i s a t i o n  p r o b le m  i n  t h i s  s t u d y .  The c h o i c e  
o f  mode o f  o p e r a t i o n  has a f a r  more p r o f o u n d  i n f l u e n c e  on 
e c o n o m ic  e f f i c i e n c y  t h a n  t h e  c h o i c e  o f  t h e  r e f l u x  r a t i o .
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5. Derivation Of Hew Short-cut Model
5.  1 I n t r o d u c t i o n
T h i s  c h a p t e r  d e a l s  w i t h  d e r i v a t i o n  o f  a new s h o r t - c u t  model 
f o r  m u l t i  com ponen t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n .  The new s h o r t - c u t  
mode l has t h e  c a p a b i l i t y  o f  a p p r o x i m a t i n g  t h e  i n s t a n t a n e o u s  
c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  by e x p l i c i t  
e x p r e s s i o n s  w h ic h  can  be e a s i l y  s o l v e d  w i t h o u t  u s i n g  a 
n o n - l i n e a r  e q u a t i o n  s o l v e r .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  mode l r e q u i r e s  
m in i m a l  d a t a ,  n a m e ly  t h e  number  o f  s t a g e s ,  N, t h e  r e f l u x  
r a t i o ,  1 ,  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y ,  <x., and t h e  c o m p o s i t i o n  o f  
t h e  l i q u i d  i n  t h e  r e b o i l e r ,  X \
From t h e  c o l l e c t i o n  o f  s h o r t - c u t  m ode ls  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e ,  
o n l y  t h a t  o f  Chao Kwang-Chu ( 1 9 5 4 )  i s  an e x p l i c i t  m o d e l .  Bu t  
t h e  Chao Kwang-Chu ( 1 9 5 4 )  mode l r e q u i r e s  one more da tum t h a n  
o t h e r  mode ls  such  as  D iw e k a r  and Madhavan ’ s ( 1 9 8 6 )  m ode l .  
T h i s  i s  because  Chao Kwang-Chu (1 9 5 4 )  uses  t h e  v a p o r  l i q u i d  
e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t ,  K ,  i n s t e a d  o f  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y ,  
used  by  D iw e k a r  and  Hadhavan ( 1 9 8 6 ) .  I n  t h i s  s t u d y ,  th© 
d e r i v a t i o n  t h e  new s h o r t - c u t  mode l w h ic h  r e f i n e s  t h a t  o f  Chao 
Kwang-chu i s  d i s c u s s e d  f u l l y .
5 . 2  The c o n c e p t  o f  N o r m a l i s a t i o n  F a c t o r
The most e x p l i c i t  and e a s i e s t  method o f  r e l a t i n g  t h e  mole 
f r a c t i o n s  o f  l i q u i d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r ,  x £  and l i q u i d  i n  t h e
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r e b o i l e r ,  X \  i s  by  d i r e c t  p r o p o r t i o n a l i t y  u s i n g  f a c t o r  z \  0
Howeve r ,  t h e r e  a r e  c o n s t r a i n t s  w h ic h  have t o  be s a t i s f i e d ,  
n a m e ly  t h a t  t h e  c a l c u l a t e d  must  be be tween  z e r o  and  u n i t y ,  
and  t h a t  t h e  s u m m a t io n  o f  x \  has t o  be u n i t y .  TheD
a p p l i c a t i o n  o f  a n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  i s  d e s i g n e d  t o  s a t i s f y  
t h e s e  tw o  c o n s t r a i n t s .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  a s u i t a b l e  f o r m  o f  
t h e  new s h o r t - c u t  mode l i s
z l x l
K  =  ^ —    (1)0 KG
z V
i  ss £
F a c t o r  Zt  i s  c a l l e d  th©  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r .  A f u r t h e r  
r e q u i r e m e n t  f o r  e q u a t i o n  ( 1 )  t o  be an i d e a l  s h o r t - c u t  mode l i s  
t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  o f  Zx i s  an e x p l i c i t  f u n c t i o n  o f  t h e  
number o f  s t a g e s ,  N, t h e  r e f l u x  r a t i o ,  R, th ©  r e l a t i v e  
v o l a t i l i t i e s ,  a., and t h e  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  
r e b o i l e r ,  K \  So, each  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  has t o  be o f  
t h e  f o r m
Zl  = Zl ( N, R, “oT\  T * )  ( 2 )0
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5.3 Derivation of the normalisation factor formula
5 . 3 . 1  A s s u m p t io n s
The e x p l i c i t  f o r m u l a  o f  t h e  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  i n  e q u a t i o n  
( 2 )  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n s  o f  a 
m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  by  u s i n g  some 
s i m p l i f i c a t i o n s .  The common s i m p l i f i c a t i o n s  a r e  based  on t h e  
f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  i 1) n e g l i g i b l e  t r a y  and a c c u m u l a t o r  
h o l d u p s ,  2 )  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  
c o m p o s i t i o n ,  t e m p e r a t u r e  and  s t a g e  num be r ,  3 )  m o la r  f l o w r a t e s  
c o n s t a n t  f r o m  t r a y  t o  t r a y  and 4) no f e e d  and s i d e - p r o d u c t  
s t r e a m s .
I n  t h i s  s t u d y ,  t h e  c o lu m n  i s  d i v i d e d  i n t o  s t a g e s  w h ic h  a r e  
numbered f r o m  t h e  t o p  o f  t h e  c o lu m n .  The a c c u m u l a t o r  i s
numbered  z e r o  and t h e  r e b o i l e r  numbered N.
5 . 3 . 2  S i m p l i f i e d  m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n s
Based on t h e  above  a s s u m p t i o n  o f  f l a t  f l o w  p r o f i l e s ,  b o t h  t h e  
v a p o r  f l o w ,  V, and t h e  l i q u i d  f l o w ,  L ,  a r e  c o n s t a n t  w i t h  
r e s p e c t  t o  s t a g e  num be r ,  n.  I f  D i s  t h e  f l o w  o f  d i s t i l l a t e  
w i t h d r a w n  f r o m  t h e  a c c u m u l a t o r ,  t h e  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  
i n  each s t a g e  e x c e p t  t h e  r e b o i l e r  can  be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  
n e t  f l o w  e q u a t i o n
V - L = D (3)
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And t h e  c o r r e s p o n d i n g  m a t e r i a l  b a l a n c e  f o r  each com ponen t  i s  
e x p r e s s e d  by
V Yl  -  L  X1 = » X '  ( 4 )
n+A n O
w here  X* i s  t h e  c o m p o s i t i o n  i n  t h e  z e r o  h o l d u p  a c c u m u l a t o r .  
I f  t h e  r e f l u x  r a t i o ,  R, i s  d e f i n e d  by
e q u a t i o n  ( 4 )  can  be m o d i f i e d  t o  be
R X1 x*;
Yv „ = t> t V  + -g-i-r (6)n+A R + 1 R + 1
w h ic h  i s  known as t h e  o p e r a t i n g  l i n e .
5 . 3 . 3  S i m p l i f i e d  v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a
The v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a  i n  each s t a g e  can be a p p r o x i m a t e d  
by  u s i n g  t h e  a s s u m p t i o n  o f  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  
e x p r e s s e d  by
149
Y (7)
i  = A
E q u a t i o n  ( 7 )  can  be l i n e a r i s e d  by  i n t r o d u c i n g  an a d j u s t a b l e  
f a c t o r ,  ©, t h e  r e c i p r o c a l  o f  th©  d e n o m i n a t o r  w h ic h  w i l l  be 
d i s c u s s e d  l a t e r .  The l i n e a r i s e d  f o r m  o f  t h e  v a p o r  l i q u i d  
e q u i l i b r i a  i s  e x p r e s s e d  by
5 . 3 . 4  G e n e r a l i s e d  c o n c e p t  o f  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r
F o r  t h e  s a k e  o f  e a s y  d i s c u s s i o n ,  t h e  s h o r t - c u t  model e x p r e s s e d  
by  e q u a t i o n  ( 1 )  i s  g e n e r a l i s e d  t o  r e l a t e  t h e  c o m p o s i t i o n  a t  
t h e  a c c u m u l a t o r  t o  t h a t  any  s t a g e  n w i t h  th©  e q u a t i o n s  o f  
m a t e r i a l  b a l a n c e  and  v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a .  The g e n e r a l i s e d  
f o r m  i s  e x p r e s s e d  by
I f  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  e q u a t i o n  ( 9 )  i s  w r i t t e n  as  <p , so t h a t
Yl  = 0  « .X l (8)
( 9 )
n
NC
( 10)
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then equation (9) becomes
Kl =r* zln
4> x"n O ( i l )
Summing mole f r a c t i o n  X^ i n  e q u a t i o n  ( i i )  t o  u n i t y  r e s u l t s  i n
t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p
N C  NC
V  X1 = $  y  -------¥ —  = 1 ( 1 2 )
zv -A rt
o r
n NC
I oA
*r»
( 13)
The s u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 3 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 1 )  r e s u l t s  
i n  t h ©  i n v e r t e d  f o r m  o f  e q u a t i o n  ( 9 ) ,  n am e ly
T h i s  e x p r e s s i o n  r e l a t i n g  m o le  f r a c t i o n  i n  s t a g e  n e x p l i c i t l y  
w i t h  mole  f r a c t i o n  i n  s t a g e  z e r o  can be e x p r e s s e d  i n  a n o t h e r
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e q u & t  i o n  ( 1 1 )  :
way by introducing an inverse normalisation factor as in
X1, <i>
0  = — II—  = _ I 1 _  ( 1 5 )
XL Z xo n
5 . 3 . 5  D i f f e r e n c e  e q u a t i o n  o f  i n v e r s e  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r
C o m b i n a t i o n  o f  t h e  above  e q u a t i o n s  ( 6 )  and (Q) r e s u l t s  i n  a 
d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i n  mole  f r a c t i o n ,  X* :
r xl xi;
e<x.X% ~ _ H _  +  2  (16)
* R + 1 R + 1
T h i s  e q u a t i o n  can be s i m p l i f i e d  by  i n t r o d u c i n g  a m o d i f i e d  
r e f l u x  r a t i o  u d e f i n e d  by
so  t h a t  e q u a t i o n  ( 1 6 )  becomes
t o . X l  -  u X1 -  ( l - u ) X %  0  ( 1 8 )v n+A n O
Now t h e  i n v e r s e  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  can  be i n t r o d u c e d  byn
d i v i d i n g  e q u a t i o n  ( 1 8 )  by X^ w h ic h  r e s u l t s  i n  a d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n  as f o l l o w s
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0a. Wv -  u ^  -  ( 1 -  u )  = 0t r»+ A n ( 19)
E q u a t i o n  ( 1 9 )  can  be s o l v e d  a n a l y t i c a l l y  by  u s i n g  i n i t i a l  
c o n d i t i o n
= 1 (20)o
The a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 9 )  i s  e x p r e s s e d  by
-  u + ( 0a. -  1) u I
v | 0a. 8
i. i  J
W* = ------ -------- ----— -------- (21)
n 0a.  -  1V
E l i m i n a t i n g  be tw e en  e q u a t i o n  ( 1 5 )  and  ( 2 1 )  g i v e s
<p ( 0 a . -  u )
Z v = -— ------  ^ -------- t a ---------  ( 2 2 )
n ,  Nn
1 -  u + ( 0a. -  1)i W
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  f a c t o r  0  i n  e q u a t i o n  ( 2 2 )  i s  
i m m a t e r i a l  i n  t h i s  a rg u m e n t  as  e q u a t i o n  ( 2 2 )  i s  o n l y  used  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  e q u a t i o n  ( 9 ) .  T h e r e f o r e ,  f a c t o r  <p i n
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e q u a t i o n  ( 2 2 )  can be o m i t t e d ,  so t h a t  Z l  may be w r i t t e nn
( 9a. -  u )
Z = ----— --------L _ ------------------ (23)n
1 -  u + (9a. -  1)
4.
The p a r t i c u l a r  o v e r a l l  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  Zv can now be 
f o u n d  by  s e t t i n g  s t a g e  number  n as  H w h ic h  i s  t h e  s t a g e  number  
o f  t h e  r e b o i l e r  h a v i n g  l i q u i d  c o m p o s i t i o n  X4 . T h e r e f o r e ,  t h e  
n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  Z1 i s
Zi -
< 9a^— u )
N
(24)
uu + ( 0 a . -  1 ) .  a — i  I 9a.
5 . 3 . 6  The o p t i m a l  c h o i c e  o f  t h e  a d j u s t a b l e  f a c t o r
F i r s t  o f  a l l ,  t h e  a d j u s t a b l e  f a c t o r ,  0 ,  i n  e q u a t i o n  (2 4 )  w i l l  
be d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  h e a v i e s t  
com pon en t  i s  s e t  t o  u n i t y .  S i n c e  t h e  new s h o r t - c u t  model i s  
an a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  t h e  t h e  s e m i - r i g o r o u s  model 
d e s c r i b e d  by  s i m u l t a n e o u s  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  ( 6 )  and ( 7 ) ,  
t h e  b e s t  v a l u e s  o f  & s h o u l d  g i v e  a minimum e r r o r  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  s e m i - r i g o r o u s  m ode l .
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The e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  s e m i - r i g o r o u s  model f o r  c a l c u l a t i n g  
t h e  m o le  f r a c t i o n s  X*“ g i v e n  t h e  m o le  f r a c t i o n  Xx i s  d i f f i c u l t  
t o  p e r f o r m .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  i n v e r s e  p r o b le m  f o r  
c a l c u l a t i n g  t h e  m o le  f r a c t i o n s  X^ g i v e n  t h e  m o le  f r a c t i o n  Xxt) D
can  be e a s i l y  p e r f o r m e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  r e c u r r e n t  f o r m u l a  
d e r i v e d  f r o m  t h e  s e m i - r i g o r o u s  m o d e l .
R X1 + Xxn____O
ex.i
Xn+A NC ( 2 5 )
R X + Xn___ O
H = O ,  A, 2 ,  . . .  N “  &
X\  = x l
O E>
G iv e n  t h e  v a l u e s  o f  X^,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  X^ can  be 
c a l c u l a t e d  by  u s i n g  t h e  new s h o r t - c u t  model w i t h  a c hos e n  
v a l u e  o f  O. By u s i n g  t h e s e  v a l u e s  o f  X^ ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
v a l u e s  o f  t h e  mole  f r a c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  r e b o i l e r ,  X \
N
can  be c a l c u l a t e d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 5 ) .  I f  B i s  r i g h t l y  c h o s e n  
t h e  v a l u e s  o f  X* s h o u l d  be c l o s e  t o  t h e  g i v e n  v a l u e s  o f  Xx .
N  B
The d e v i a t i o n  be tw e en  t h e s e  tw o  q u a n t i t i e s  i s  measured a s  a 
f u n c t i o n  o f  B by  an e r r o r  w h i c h  can  be e x p r e s s e d  by
Th© b e s t  v a l u e  o f  G can  b© o b t a i n e d  by  m i n i m i s i n g  t h e  e r r o r  
f u n c t i o n  g i v e n  by  e q u a t i o n  ( 2 6 )  u s i n g  a d i r e c t  s e a r c h  
t e c h n i q u e .  E x c e p t  f o r  a b i n a r y  s y s t e m ,  t h e  minimum e r r o r  i s  
n o t  z e r o .  T h i s  i s  b ec a us e  t h e  new s h o r t - c u t  m ode l ,  l i k e  t h e  
o t h e r  s h o r t - c u t  m o d e ls ,  u s e s  o n l y  one i n s t e a d  o f  NC-1 
a d j u s t a b l e  f a c t o r .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  i s  an i n h e r e n t  l i m i t a t i o n  
o f  t h e  new s h o r t - c u t  m o d e l ,  n a m e ly  t h e  c a l c u l a t e d  X*" can  n e v e r  
be e x a c t l y  t h e  same as t h a t  c a l c u l a t e d  by  t h e  s e m i - r i g o r o u s  
m o d e l .
A more r e a l i s t i c  v a l u e  o f  O can  be o b t a i n e d  by  u s i n g  th©  above  
t e c h n i q u e  o f  m i n i m i s i n g  e r r o r ,  i f  e q u a t i o n  (2 5 )  i s  r e p l a c e d  by  
a more r i g o r o u s  m o d e l .  An even  more r e a l i s t i c  e s t i m a t e  o f  G 
can  b© o b t a i n e d  i f  a l a r g e  s e t  o f  d a t a  f o r  X* and X^ f r o m  
e x p e r i m e n t s  i s  a v a i l a b l e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  t y p e  o f  s y s te m  
t o  be m o d e l l e d .
5 . 3 . 7  M o d e l l i n g  o f  t h e  a d j u s t a b l e  f a c t o r  G
The above  method  o f  c h o o s i n g  o p t i m a l  v a l u e s  o f  @ r e q u i r e s  a 
one d i m e n s i o n a l  s e a r c h  w h ic h  w i l l  make t h e  new s h o r t - c u t  mode l 
no more e f f i c i e n t  t h a n  t h e  o t h e r  s h o r t - c u t  m ode ls .  H o w eve r ,  
by  u s i n g  t h e  above m e th od ,  a l a r g e  s e t  o f  t h e  b e s t  v a l u e s  o f  9
f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  X \  a . ,  u ,  N, and th© number  o fss t
c o m p o n e n ts ,  Nc, can  be g e n e r a t e d .  T h i s  s e t  o f  d a t a  can  be 
used  t o  c o n s t r u c t  a model f o r  c a l c u l a t i n g  G by  u s i n g  a 
s u i t a b l e  r e g r e s s i o n  t e c h n i q u e .
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C o n s i d e r i n g  e q u a t i o n s  ( 7 )  and  ( 8 ) ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  c o m b in e  
< V  and Mc i n t o  a q u a n t i t y  <o w h ic h  can be e x p r e s s e d
by
<*> -  -----— -----------—  ( 2 7 )
NC
i  =4
U s in g  t h i s  d e f i n i t i o n ,  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  a p p r o x i m a t i n g  0 
can  be e x p r e s s e d  by
Q  -  Q (  co, u , Nc, a ) ( 2 8 )
F o r  a p a r t i c u l a r  o f  s t u d y ,  a more s p e c i f i c  model f o r  
e s t i m a t i n g  B may be made by  f i x i n g  some o f  t h e  a r g u m e n ts  i n  
e q u a t i o n  ( 2 8 ) .  I n  t h e  s t u d y  o f  o p t i m a l  r e f l u x  p r o f i l e ,  f o r  
e x a m p le ,  t h e  number  o f  p l a t e s  N, t h e  number o f  com ponen t  Nc, 
and t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  o f  t h e  c om pon en ts  a r e  f i x e d ,  so  
t h a t  9 is  o n l y  a f u n c t i o n  o f  u and  co. An exam p le  o f  t h i s  
model i s
2 2 O = «  + «  u r  Ct u + a 00 r  CX CO + CL uco (29)
O  A 2  3  4  3
where  a  t o  a  a r e  c o e f f i c i e n t s  t o  be d e t e r m i n e d  by a l i n e a r0 3
r e g r e s s i o n  t e c h n i q u e .  Exam p les  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  f o r  
p a r t i c u l a r  s i t u a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  T a b le  1.
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Table 1. Coefficients model &
n 4 8 10
He 2 4 4
cx* ( 2 . , 1 . ) ( 4 . , 3 . , 2 . , 1 .  ) ( 4 .  , 3 .  , 2 .  , 1. )
a© O . 72338584 - 0 . 0 1 2 2 8 6 6 3 - 0 . 0 1 5 3 5 4 4 4
a 4 0 . 2 0 3 8 9 6 1 3 0 . 3 7 2 4 7 2 0 4 0 .3 7 8 2 1 2 9 1
a2 - 0 . 1 1 5 0 3 6 3 0 0 . 0 7 2 7 0 3 3 3 0 .0 6 8 9 6 2 2 4
a8 - 1 .  14720236 0 .6 9 8 7 3 8 4 2 0 . 6 9 7 7 8 3 9 3
CL4> 1 .5 523 9881 1 .1 7 9 5 7 3 4 6 1 .1 8 9 3 2 3 5 8
as - 0 . 2 9 6 0 9 8 0 9 - 1 . 5 8 3 4 3 0 4 7 - 1 . 5 8 4 0 1 0 4 5
C .O .D . 0 . 9 9 1 8 0 . 9 9 7 4 0 . 9 9 7 3
(1) (2) (3)
The f i r s t  c o lu m n  i n  T a b l e  1 a p p l i e s  t o  a p a r t i c u l a r  c o n d i t i o n  
o f  a b i n a r y  s y s te m  w h ic h  had been used  i n  o p t i m i s a t i o n  s t u d i e s  
by  M u r t y  ( 1 9 8 0 )  e t  a l . and  by  D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  eg al .  The 
s e c o n d  and  t h e  t h i r d  c o lu m n  i n  T a b le  1 a r e  p a r t i c u l a r  
c o n d i t i o n s  o f  a q u a t e r n a r y  s y s te m  used  by  D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  e t  
a l .  as  an e x t e n d e d  c a s e  o f  t h e i r  o p t i m i s a t i o n  s t u d y .  The l a s t  
ro w  o f  T a b l e  1 shows t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  d e t e r m i n a t i o n  
( C . O . D . )  f o r  t h e  l i n e a r  r e g r e s s i o n s  o f  & by  u s i n g  e q u a t i o n  
( 2 9 )  a r e  each  c l o s e  t o  u n i t y ,  hence  e q u a t i o n  ( 2 9 )  i s  a good 
f o r m u l a  f o r  t h e  s p e c i f i c  m ode l  o f  e s t i m a t i n g  B r e f e r r e d  t o  
a b o v e .
5 . 4  V a l i d a t i o n  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model
To c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  new s h o r t - c u t  m o d e l ,  t h r e e  t y p e s  
o f  i n v e s t i g a t i o n  were  c a r r i e d  o u t ,  n a m e ly ;  e x t r e m e  c o n d i t i o n s ,
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c o m p a r a t i v e  s i m u l a t i o n ,  and c o m p a r a t i v e  o p t i m i s a t i o n .  The 
l a t t e r  w i l l  be d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .
5 . 4 . 1  E x t re m e  c o n d i t i o n s
I f  a b a t c h  d i s t i l l a t i o n  c o lu m n  i s  r e g a r d e d  as an i n s t a n t a n e o u s  
s t r i p p i n g  s e c t i o n  o f  a c o n t i n u o u s  d i s t i l l a t i o n ,  t h e r e  a r e  tw o  
e x t r e m e  c o n d i t i o n s  common ly  c o n s i d e r e d ,  n a m e ly  minimum number  
o f  p l a t e s  and minimum r e f l u x  r a t i o .  In  t h i s  s t u d y ,  o n l y  t h e  
c o n d i t i o n  o f  minimum number  o f  p l a t e s  w i l l  be d i s c u s s e d .
The c o n d i t i o n  o f  minimum number  o f  p l a t e s  i s  t h a t  t h e  r e f l u x  
r a t i o ,  R, i s  i n f i n i t y  o r  t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o ,  u ,  i s  
e q u a l  t o  u n i t y .  By u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 4 ) ,  t h e  n o r m a l i s a t i o n  
f a c t o r ,  i s  f o u n d  t o  be
Zl  = < G a. ) N ( 3 0 )i
I f  tw o  k e y - c o m p o n e n ts  a r e  c o n s i d e r e d  as t h e  l i g h t  k e y ,  Ik, and 
t h e  h e a v y  k e y ,  h k ,  m o le  f r a c t i o n s  o f  t h e  k e y - c o m p o n e n ts  i n  t h e
Ik hka c c u m u l a t o r ,  X and X , can  be r e l a t e d  t o  t h e  mole  f r a c t i o n sI> B
Ik hko f  t h e  k e y  com pon en ts  i n  t h e  r e b o i l e r ,  X and X , by u s i n gSI Si
e q u a t i o n  ( 1 ) .  The r a t i o  o f  t h e  tw o  mole  f r a c t i o n  i s  f o u n d  t o
I f  N i n  e q u a t i o n  ( 3 1 )  i s  c a l l e d  N . , and t h e  r a t i o  o fmm
l i g h t - k e y ’ s r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  t o  h e a v y - k e y ’ s r e l a t i v e  
v o l a t i l i t y  i s  c a l l e d  t h e n  t h e  min imum number o f  p l a t e s
can  be e x p r e s s e d  by
E q u a t i o n s  ( 3 1 )  and ( 3 2 )  a r e  t h e  same as  t h a t  f o u n d  by  Fenske  
( 1 9 3 2 ) .
5 . 4 . 2  C o m p a r a t i v e  s i m u l a t i o n
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n ,  t h e  g e n e r a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  u s i n g  s h o r t - c u t  m o d e ls ,  
e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 3 )  i n  C h a p t e r  2 S e c t i o n  2 . 1 . 4  a r e  e m p lo y e d .  
The p e r f o r m a n c e  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model i s  compared  t o  t h a t  
o f  D iw e k a r  and M&dhavan ’ s ( 1 9 8 6 )  model  w h ic h  i s  d e s c r i b e d  by 
e q u a t i o n s  ( 1 4 )  t o  ( 1 9 )  i n  t h e  same C h a p t e r  2 S e c t i o n  2 . 1 . 4 .  
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  v a l i d a t i o n ,  i t  i s  i d e a l  t o  compare t h e  
p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  tw o  s h o r t - c u t  m ode ls  w i t  t h a t  o f  t h e  
s e m i - r i g o r o u s  model  w i t h o u t  h o l d u p .  T h i s  i s  because  each 
s h o r t - c u t  model  i s  e s s e n t i a l l y  an a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  t h e  
s e m i - r i g o r o u s  model w i t h o u t  h o l d u p  d e s c r i b e d  by t h e  above 
e q u a t i o n s  ( 6 )  and ( 7 )  i n  t h i s  c h a p t e r .  However ,  because  t h e  
s e m i - r i g o r o u s  model i s  d i f f i c u l t  t o  s o l v e ,  i t  i s  w i s e  t o  use
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t h e  s e m i - r i g o r o u s  m ode l  o f  Luyben  ( 1 9 7 1 )  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  
2 S e c t i o n  2 . 1 . 3  w h i c h  i s  e a s y  t o  i n t e g r a t e .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  
t h e  t r a y  h o l d u p s  a r e  each  s e t  as s m a l l  as p o s s i b l e  i n  o r d e r  t o  
a p p r o x i m a t e  t h e  s e m i - r i g o r o u s  model w i t h o u t  h o l d u p s .
I n  t h i s  s t u d y ,  tw o  s y s t e m s  a r e  a n a l y s e d ,  nam e ly  t h e  f o u r - s t a g e  
b i n a r y  s y s te m  w i t h  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  ( 2 . , 1 . )  and t h e
t e n - s t a g e  q u a t e r n a r y h r e l a t i v e  
v o l a t i l i t i e s  ( 4 . , 3 . , 2 . ,  1 . ) .  Th© c o e f f i c i e n t s  o f  mode l 9 f o r  
b o t h  s y s te m s  a r e  a l r e a d y  g i v e n  i n  T a b le  1, s e c t i o n  5 . 3 . 7 .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n  f o r  t h e  b i n a r y  s y s t e m ,  th©  v a p o r  
f l o w  i s  s e t  t o  110 m o le s  p e r  h o u r  and t h e  amount o f  c h a r g e  i s  
s e t  t o  116 .1  m o les  w i t h  t h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n  e q u a l  t o  
( 0 . 5 , 0 . 5 ) .  F o r  t h e  q u a t e r n a r y  s y s t e m ,  t h e  v a p o r  f l o w  i s  a l s o  
s e t  110 mole  p e r  h o u r  and  t h e  amount  o f  i n i t i a l  c h a r g e  i s  s e t  
t o  200 m o les  w i t h  t h e  i n i t i a l  c o m p o s i t i o n  e q u a l  t o  
( 0 . 2 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 ) .
The r e s u l t s  o f  s i m u l a t i o n  f o r  t h e  above b i n a r y  s y s te m  and 
q u a t e r n a r y  s y s te m  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  1 and 2 
r e s p e c t i v e l y .  From t h e  g r a p h s  i n  F i g u r e s  1 and 2 ,  i t  a p p e a r s  
t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model  i s  
c o n s i s t e n t l y  c l o s e r  t o  t h e  s e m i - r i g o r o u s  model o f  Luyben 
(1 9 7 1 )  t h a n  D iw e k a r  and  H a d h a v a n ’ s ( 1 9 8 6 ) .
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F u r t h e r  c o m p a r i s o n  i s  made by  c a l c u l a t i n g  t h e  amount o f  t h e  
f i r s t  d i s t i l l a t e  c o l l e c t e d  d u r i n g  one h o u r  o p e r a t i n g  t im e  f o r  
g i v e n  c h a r g e  c o m p o s i t i o n s  and p r o d u c t  p u r i t i e s .  The v a p o r  
f l o w  and t h e  amount  o f  i n i t i a l  c h a r g e s  f o r  b o t h  t h e  b i n a r y  
s y s t e m  and t h e  q u a t e r n a r y  s y s te m  a r e  k e p t  t h e  same as t h e  
p r e v i o u s  s i m u l a t i o n .  The r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  a r e  
p r e s e n t e d  i n  T a b le  2 .
T a b l e  2 .  The ammount o f  d i s t i l l a t e
Case No. N Nc X*
p
DIWEKAR LUYBEN GUHAY
1 4 2 0 , 9 5 2 0 .0 8 1 2 6 . 3 1 4 2 5 . 9 1 0
2 4 2 0 . 9 3 12 .300 1 6 .2 8 9 1 6 .4 1 5
3 10 4 0 . 9 0 2 0 . 4 2 9 7 . 4 2 6 6 . 9 3 2
4 8 4 0 . 9 0 2 4 . 7 1 4 0 . 4 1 1 1 ,0 1 7
The f i g u r e s  o f  c o lu m n  5  i n  T a b l e  2 a r e  q u o t e d  f r o m  t h e  r e s u l t s  
r e p o r t e d  by  D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  e t  a l .  From t h e  r e s u l t s  shown i n  
T a b l e  2 ,  i t  i s  seen  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  new s h o r t - c u t  
m ode l  i s  c o n s i s t e n t l y  c l o s e r  t o  t h a t  o f  Luyben  (1 9 7 1 )  mode l 
t h a n  i s  t h a t  o f  D iw e k a r  and Madhavan ( 1 9 8 6 ) .
5 . 5  C o n c l u s i o n
An e x p l i c i t  s h o r t - c u t  mode l f o r  e s t i m a t i n g  t h e  i n s t a n t a n e o u s  
o v e r h e a d  c o m p o s i t i o n s  o f  a m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  s t i l l  has 
been s u c c e s s f u l l y  d e r i v e d .  The model i s  shown t o  be c a p a b le  
o f  s i m u l a t i n g  t h e  o p e r a t i o n  o f  a u l t i - c o » p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  w i t h  a c c e p t a b l e  a c c u r a c y .
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8.Qpti©al Reflm; Profile*
6 .  1 I n t r o d u c t i o n
T h i s  c h a p t e r  d e a l s  w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  v a r i a t i o n a l  
c a l c u l u s  t o  o b t a i n i n g  an o p t i m a l  t r a j e c t o r y  o f  t h e  r e f l u x  
r a t i o .  The a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  p r o p o s e d  new s h o r t - c u t  m ode l ,  
d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  i n  s o l v i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  
p r o b le m  i s  d e m o n s t r a t e d  i n  d e t a i l .  R e s u l t s  o f  t h e
o p t i m i s a t i o n  p r o b l e m  p e r f o r m e d  h e r e  a r e  com pared  w i t h  t h o s e  o f  
M u r t y  &t al .  ( 1 9 7 9 )  and  D i w e k a r  &t a l .  ( 1 9 8 7 ) .
8 . 2  T h e o ry  o f  v a r i a t i o n a l  m e thod  f o r  o p t i m a l  r e f l u x  p r o f
6 . 2 . 1  V a r i a t i o n a l  o p e r a t o r
F o r  ease o f  d i s c u s s i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  method f o r  
d e t e r m i n a t i o n  o f  o p t i m a l  r e f l u x  p r o f i l e ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  
i n t r o d u c e  h e r e  some p r i m a r y  c o n c e p t s  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  
o p e r a t o r ,  <5, w i t h  r e s p e c t  t o  a f u n c t i o n  o f  t i m e ,  X ( t ) .  The 
o p e r a t i o n ,  <5X, i s  c a l l e d  t h e  v a r i a t i o n  o f  X w h ic h ,  a t  a 
p a r t i c u l a r  t i m e  t ,  has  e i t h e r  z e r o  v a l u e  o r  an i n f i n i t e s i m a l  
n o n - z e r o  v a l u e  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n .
<5X =
z e r o ,  i f  X i s  a s t a t i o n a r y  f u n c t i o n  o r  v a l u e  
non z e r o ,  i f  X i s  n o n - s t a t i o n a r y  f u n c t i o n  o r  v a l u e
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A f u n c t i o n  X i s  c a l l e d  s t a t i o n a r y  f u n c t i o n  i f  i t  i s  a s s i g n e d  
t o  a s p e c i f i e d  f u n c t i o n  o f  t i m e .  I f  X has a s p e c i f i e d  v a l u e  
a t  a p a r t i c u l a r  t i m e ,  i t  i s  s a i d  t o  have a s t a t i o n a r y  v a l u e  a t  
t h a t  p a r t i c u l a r  t i m e .
The p r o p e r t y  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  o p e r a t o r  i s  c o m p a r a b le  t o  t h e  
d e r i v a t i v e  o p e r a t o r ,  d / d t .  A compound o p e r a t o r ,  <5 d / d t ,  
s a t i s f i e s  t h e  c o m m u t a t i v e  la w s .
Th© v a r i a t i o n  o f  a compound f u n c t i o n  s a t i s f i e s  th©  same laws  
as d oe s  t h e  d e r i v a t i v e  o p e r a t o r *
6 f ( X )  = ( 2 )
A l s o  t h e  v a r i a t i o n  o f  an i n t e g r a l  f u n c t i o n  s a t i s f i e s  t h e  1* 
H o p i t a l  la w s
6  | f ( X )  d t  = f  ( X ( T ) ) <5T + S SX d t  ( 3 )f  ) f T
JO Jo a x
6 . 2 . 2  Dynamic  e q u a t i o n  o f  s t a t e  f o r  b a t c h  d i s t i l l a t i o n
B a tc h  d i s t i l l a t i o n  d y n a m ic s  can be d e s c r i b e d  by  a g e n e r a l  
d y n a m ic  e q u a t i o n  o f  s t a t e  r e l a t i n g  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  
m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o ,  u ,  t h e  r e b o i l e r  h o l d u p ,  X ° ,  and t h e  
m u l t i - c o m p o n e n t  mo le  f r a c t i o n s  i n  t h e  r e b o i l e r ,  XL
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4 ^ —- = f 1 ( u ,  X? xf X ? . . . X NC) a t ( 4 )
i  =  O ,  A , 3 , . , . NC
6X i ( 0 )  = 0
where
f °  = - ( l - u ) W  ( 5 )
>t = ( l - u ) V ( X ’' -  Xv) / X °  ( 6 )D
. SS 1 , 2 , . . NC
S i n c e  t h e  new s h o r t - m o d e l  w i l l  be e m p lo y e d ,  X^ i n  e q u a t i o n  ( 6 )
can be w r i t t e n  as
Kd = Xo <u’ X f  x f  - - . X NO> ( 7 )
6 . 2 . 3  O b j e c t i v e  f u n c t i o n  and i s o p e r i m e t r i c  c o n s t r a i n t
I n  o r d e r  t o  com pare  r e s u l t s  w i t h  t h o s e  o f  M u r t y  al.  ( 1 9 8 0 )  
and D iw e k a r  o t  a l .  ( 1 9 8 7 ) ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  used  i n  t h i s  
s t u d y  i s  t h e  amount  o f  d i s t i l l a t e  w h ic h  i s  t h e  f i r s t  p r o d u c t  
c o l l e c t e d ,  P, d u r i n g  a s p e c i f i e d  o p e r a t i n g  t i m e ,  T.
167
p = fJo ( 1-u)V dt (8)
E q u a t i o n  ( 8 )  can be w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  by  i n t r o d u c i n g  a new s t a t e  f u n c t i o n  Xp
I f  t h e  v a p o r  f l o w ,  V, i s  h e l d  c o n s t a n t  d u r i n g  t h e  s p e c i f i e d  
o p e r a t i n g  t i m e ,  T,  t h e  amount  o f  d i s t i l l a t e  c o l l e c t e d ,  P, as 
e x p r e s s e d  by  e q u a t i o n  ( 8 )  depends  o n l y  on t h e  t r a j e c t o r y  o f  
t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o ,  u ( t ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  o p t i m i s a t i o n  
i s  r e q u i r e d  o n l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  
m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o .  A c c o r d i n g  t o  M u r t y  €>£ a l .  ( 1 9 8 0 )  and 
D iw e k a r  al .  ( 1 9 8 7 ) ,  t h e  t y p e  o f  o p t i m i s a t i o n  p r o b l e m
i n v o l v e d  i s  a m a x i m i s a t i o n  p r o b le m  w h ic h  can be s t a t e d  by
The p u r i t y  o f  t h e  f i r s t  p r o d u c t  w h ic h  i s  i n d i c a t e d  by  t h e  mean
r e s u l t s  i n  an i s o p e r i m e t r i c  c o n s t r a i n t  w h ic h  can  be e x p r e s s e d
= g ( u ) = ( l - u ) V  
6XP(0> = 0
( 9 )
Maximum 
u ( t )
( 10)
m ole  f r a c t i o n  o f  t h e  f i r s t  com ponen t  i s  s p e c i f i e d .  T h i s
(11)
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Th© e q u a l  s i g n ,  = ,  i n  e q u a t i o n  ( 1 1 )  i s  more p r a c t i c a l  t h a n  t h e  
u n e q u a l  s i g n ,  T h i s  i s  b eca use  i f  t h e  u n e q u a l  s i g n ,  > ,  i s
u s e d ,  i t  means t h a t  t h e r e  i s  a l w a y s  s t i l l  an amoun t  o f  
d i s t i l l a t e  w h ic h  ca n  be f u r t h e r  c o l l e c t e d  u n t i l  t h e  mean mole  
f r a c t i o n  th©  f i r s t  com ponen t  d r o p s  t o  t h e  s p e c i f i e d  v a l u e .
E q u a t i o n  ( 1 1 )  can  a l s o  be w r i t t e n  i n  a f o r m  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  by i n t r o d u c i n g  a n o t h e r  s t a t e  new f u n c t i o n  Xc such  
t h a t
= c ( u ,  x f  x f . . . X Nc> = ( i - u ) V ( X 4 -  yT )  ( 1 2 )d t  » p
6 X ° (0 )  = 0 and 6XC( T )  = 0
8 . 2 . 4  Augmented o b j e c t i v e  f u n c t i o n  and H a m i l t o n i a n
The maximum d i s t i l l a t e  p r o b le m  e x p r e s s e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 0 )  i s  
s u b j e c t  t o  t h e  d y n a m ic  e q u a t i o n s  o f  s t a t ® ,  e q u a t i o n s  ( 4 )  and 
( 9 ) ,  and t h e  i s o p e r i m e t r i c  c o n s t r a i n t ,  e q u a t i o n  ( 1 2 ) .  These 
c o n s t r a i n t s  can be removed  by  i n t r o d u c i n g  an augmented  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  I .  T h i s  i s  done by  u s i n g  a s e t  o f  a d j o i n t  
f u n c t i o n s ,  q \  q p , and  qc , w h ic h  c o r r e s p o n d  t o  X \  Xp , and Xc 
r e s p e c t i v e l y .  The augm e n te d  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  I ,  i s  t h e n  
e x p r e s s e d  by
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I = XP(T )  + £1 <T<g -  Xp ) + q w(c  -  X~) +
NC
V  -  X1)
/■■■ I
dt (13)
i  =0
E q u a t i o n  ( 1 3 )  can  be s i m p l i f i e d  f u r t h e r  by  i n t r o d u c i n g  
H a m i l t o n i a n  o f  t h e  s y s te m  w h ic h  i s  d e f i n e d  by
N c
q pg + q °c  + V  q l  
i  =0
( l - u ) v f  q p + q C (X* -  X*) \ -  q°(  1 - U ) V
NC
q N  1 - u )  V (X l X^) / X°
i. =4
so t h a t
( 14)
I = X ( T )  + fJo
NC
H -  q p Xp -  q°  X° -  V  q l  X1
i  =0
d t  ( 1 5 )
From e q u a t i o n s  ( 4 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 2 ) ,  and ( 1 4 ) ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  
p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  H a m i l t o n i a n  w i t h  r e s p e c t  t o  each 
a d j o i n t  f u n c t i o n  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  c a n o n i c a l  e q u a t i o n s  o f  
t h e  f i r s t  k i n d .
O H
& q
( 16)
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*JL_ = ic
a qc
9 <1
( 17)
( 18)
6 . 2 . 5  S t a t i o n a r y  c o n d i t i o n
As i m p l i e d  by  e q u a t i o n  ( 1 0 ) ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  P, i s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y  u ( t ) .  T h i s  means t h a t  any  
v a r i a t i o n  <5u f r o m  t r a j e c t o r y  u ( t )  r e s u l t s  i n  a v a r i a t i o n  <5P 
w h ic h  w i l l  i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  t h e  amount  o f  d i s t i l l a t e  P. A 
t r a j e c t o r y  u ( t )  i s  c a l l e d  o p t i m a l  i f  i t  i s  so  a d j u s t e d  t h a t  i t  
b r i n g s  t h e  amoun t  o f  d i s t i l l a t e  P i n t o  a s t a t i o n a r y  s t a t e  
w h ic h  can be maximum o r  m in imum. The s t a t i o n a r y  s t a t e  o f  P i s  
a c h i e v e d  i f  t h e  v a r i a t i o n  <5P i s  z e r o .  H o w eve r ,  t h i s  c o n d i t i o n  
i s  n o t  s u f f i c i e n t  b ec a us e  t h e  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n ? h a v e  n o t  y e t  
been t a k e n  i n t o  a c c o u n t .
S i n c e  t h e  augm en ted  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  I ,  i s  n u m e r i c a l l y  t h e  
same as t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  P, i f  a l l  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  
s a t i s f i e d ,  t h e  c o m p l e t e  s t a t i o n a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  w i t h  c o n s t r a i n t  i s  t h a t  <51 i s  z e r o .
The v a r i a t i o n  <51 can  be o b t a i n e d  by  a p p l y i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  
o p e r a t o r  6 t o  e q u a t i o n  ( 1 5 )  by  e m p l o y i n g  some p r i m a r y  c o n c e p t s  
p r e v i o u s l y  e x p r e s s e d  i n  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  ( 3 )  and by
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i n t e g r a t i n g  by p a r t s  t o  e s t a b l i s h  t h e  n e c e s s a r y  r e l a t i o n s  t o  
be met by  u ( t ) .  Some s i m p l i f i c a t i o n s  can be made by  t a k i n g  
t h e  c a n o n i c a l  e q u a t i o n s  ( 1 6 )  t o  ( 1 8 )  i n t o  a c c o u n t  and  by 
t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h a t  a l l  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  s t a t e  
f u n c t i o n s ,  Xp ( 0 ) ,  Xc ( 0 ) ,  and  x N o )  a r e  s t a t i o n a r y .  R o s e n b ro c k  
and  S t o r e y  ( 1 9 8 6 )  used  a c l o s e l y  s i m i l a r  a p p r o a c h .  The 
s i m p l i f i e d  f o rm  o f  61 i s
6 1  = |  1 -  q p ( T ) |  6XP( T )  + q ° ( T ) 6 X C(T )  + q l ( T ) 6 X l (T )  +
f [ ^ L  ♦ ,-j ♦ f ±JL * Z]
Jo a xp J ^ a x J
'c +
NC
a h
a
i  = o
» 6u + Y  + 5X l  d t  ( 19)“ L.I a xl j
The f i r s t  c o n d i t i o n  f o r  61 t o  be z e r o  i s  t h a t  t h e  i n t e g r a n d  i n  
e q u a t i o n  ( 1 9 )  has  t o  be z e r o .  I f  each s t a t e  v a r i a b l e  i s  n o t  
s t a t i o n a r y  d u r i n g  t h e  p r o c e s s ,  each t e r m  i n  b r a c e s  o f  t h e  
i n t e g r a n d  has t o  be z e r o .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  s ec on d  k i n d  o f  
c a n o n i c a l  e q u a t i o n s
a h 
a xs = - q
(20)
(21)
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■ii- = - ql (22)
a xl
The other term in the integrand which has to be zero is
9 H 6u = O ( 2 3 )& u
The s e c o n d  c o n d i t i o n  f o r  61 t o  be z e r o  i s  t h a t  each t e r a  
o u t s i d e  t h e  i n t e g r a t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 1 9 )  has t o  be z e r o .  T h i s  
r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s
|  1 -  q p ( T )  |  6XP( T )  = 0 ( 2 4 )
q c ( T )6 X c (T> = O (2 5 )
q U D a x ^ T )  = 0  ( 2 6 )
The t r e a t m e n t  o f  t h e  s e c o n d  k i n d  o f  c a n o n i c a l  e q u a t i o n s  (2 0 )  
t o  ( 2 2 )  r e s u l t s  i n  a s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e
a d j o i n t  f u n c t i o n .  E q u a t i o n s  ( 2 4 )  t o  ( 2 6 )  g i v e  t h e  f i n a l
v a l u e s  w h ic h  have t o  be s a t i s f i e d  by  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n s .
The c o a b i n a t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 2 2 )  and ( 2 6 )  g i v e s
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dq
d t
NC
Z
i
q <1  -  u ) v (xl -  X l ) / (  x° ) 2D (27)
q ( T ) = 0
dq1
d t
NC
& x :
-  qc ( 1 - u ) V  ~
d  X x - I1 = 4
q j ( 1 - u )  V
X
1 &x j & K  1
1 a x i  ' d> X 1 J
(28)
q t y T )  = 0
S i n c e  t h e  H a m i l t o n i a n  is  n o t  a f u n c t i o n  o f  Xc , t h e  d e r i v a t i v e  
o f  t h e  H a m i l t o n i a n  w i t h  r e s p e c t  t o  Xc i s  z e r o .  T h i s  r e s u l t s  
i n  t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n  qc b e i n g  a c o n s t a n t  w h ic h  i s  c a l l e d
t h e  L a g ra n g e  m u l t i p l i e r  X.  As a r e s u l t  o f  t h i s ,  t h e
c o m b i n a t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 2 1 )  and ( 2 5 )  g i v e s
4 5 “ = 0 (29)d t
q c (T )  = X
The La g ra n g e  m u l t i p l i e r  X has  t o  be a d j u s t e d  t o  s a t i s f y  
e q u a t i o n  ( 2 5 ) ,  n a m e l y  u n t i l  t h e  s p e c i f i e d  p r o d u c t  p u r i t y  i s
a c h i e v e d .
The H a m i l t o n i a n  i s  a l s o  n o t  a f u n c t i o n  o f  Xp . T h e r e f o r e ,  t h e  
d e r i v a t i v e  o f  H a m i l t o n i a n  w i t h  r e s p e c t  t o  Xp i s  z e r o .  T h i s  
c a u s e s  qp t o  be a c o n s t a n t .  I n  o r d e r  t o  s a t i s f y  e q u a t i o n  
( 2 4 ) ,  t h i s  c o n s t a n t  has  t o  be u n i t y .  As a r e s u l t  o f  t h i s ,  t h e
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combinations of equation (20) and (24) is as follows
dal
d t
q ( T )  = 1
(30)
The t r e a t m e n t  o f  e q u a t i o n  ( 2 3 )  r e s u l t s  i n  t h e  o p t i m a l  
t r a j e c t o r y  o f  t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o .  I f  u i s  n o t  
s t a t i o n a r y  d u r i n g  t h e  p r o c e s s ,  t h e  o p t i m a l  t r a j e c t o r y  o f  t h e  
m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  i s
u ( t )  = R oo t  o f  h a H a u (3 1 )
where
& H c „  f  9 X» -  X1 + X*  I  + ( q °  -  1) V & p I
NC
t = A
X'
a x
( 1 -u ) a u + xl - x’ ( 3 2 )
T h e re  i s  an i n h e r e n t  c o n s t r a i n t  w h ic h  has t o  be s a t i s f i e d  by
t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o ,  n a m e ly
0 £  u £ l  ( 3 3 )
T h i s  c o n s t r a i n t  can be accommodated by  e m p lo y i n g  P o n t r y a g i n ’ s
( 1 9 6 2 )  c o n t i n u o u s  maximum p r i n c i p l e  w h ic h  was r e f i n e d  by
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R o s e n b ro c k  and  S t o r e y  ( 1 9 6 S ) .  The p r i n c i p l e  i s  t h a t  t h e  
o p t i m a l  u i s  t h e  one w h ic h  makes th© H a m i l t o n i a n  maximum. 
T h i s  p r i n c i p l e  can  be im p le m e n te d  i n  t h i s  p r o b l e m .  Th© f i r s t  
s t e p  i s  t o  f i n d  u f r o m  e q u a t i o n s  ( 3 1 )  and ( 3 2 )  f o l l o w e d  by 
c a l c u l a t i n g  t h e  H a m i l t o n i a n .  T h i s  v a l u e  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  i s  
t h e n  com pared  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  a t  t h e  two 
e x t r e m e s  o f  u i n  e q u a t i o n  ( 3 3 ) .  The o t h e r  method  i s  by  u s i n g  
a d i r e c t  s e a r c h  t e c h n i q u e  f o r  m a x i m i s i n g  t h e  H a m i l t o n i a n  w i t h  
r e s p e c t  t o  u.
Howeve r ,  a c c o r d i n g  th©  r e s u l t s  r e p o r t e d  by H u r t y  ( 1 9 0 0 )  a l . 
and D iw e k a r  (1S 87 )  a l . > t h e  v a l u e s  o f  th© o p t i m a l
t r a j e c t o r y  u a r©  a l w a y s  w i t h i n  th©  i n t e r v a l  0 < u < 1,
T h e r e f o r e ,  t h e  tw o  e x t r e m e s  o f  u ,  0 and 1, may be t r e a t e d  o n l y  
f o r  o p t i o n a l  c h e c k i n g .
8 . 2 . 6  S o l u t i o n  by G r a d i e n t  Method i n  F u n c t i o n  Space
From t h e  above  d i s c u s s i o n  o f  th© s t a t i o n a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  
o v e r a l l  s o l u t i o n  t o  th©  p r o b le m  o f  v a r i a t i o n a l  o p t i m i s a t i o n  
r e s o l v e s  i n t o  a s y s te m  o f  t w o - p o i n t  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b le m s  i n  
t h e  s t a t e  f u n c t i o n s ,  Xp , XC, X L and t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  a d j o i n t  
f u n c t i o n s ,  qp , qc , qv. W h i l e  qp i s  f i x e d  t o  be u n i t y ,  qc 
p l a y s  t h e  r o l e  o f  t h e  L a g ra n g e  m u l t i p l i e r  X w h ic h  has  t o  be 
a d j u s t e d  t o  make Xc z e r o .
The above t w o - p o i n t  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b le m  can be s o l v e d  by  an 
i t e r a t i v e  m e thod .  T h i s  i s  done by i n t e g r a t i n g  n u m e r i c a l l y  t h e
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d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 4 ) ,  ( 9 ) ,  and ( 1 2 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  
f o r w a r d l y  f r o ®  0 t o  T.  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  t h e  t r a j e c t o r y  o f  
t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  u has t o  be i n i t i a l i s e d  and  s t o r e d .  
Each v a l u e  o f  t h e  s t a t e  f u n c t i o n s  and t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  
r a t i o  i s  s t o r e d  a t  e v e r y  t i m e  s t e p .  By u s i n g  t h e s e  s t o r e d  
v a l u e s ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 2 7 )  and ( 2 8 )  a r e  
i n t e g r a t e d  b a c k w a r d l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  f r o m  T t o  0.  
D u r i n g  t h i s  b a c k w a r d  i n t e g r a t i o n ,  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  
m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  i s  c o r r e c t e d  by  a t e c h n i q u e  c a l l e d  t h e  
g r a d i e n t  method i n  f u n c t i o n  space  w h ic h  can  be f o r m u l a t e d  by
u = u + e  & H • ( 3 4 )
n ew  O ld  & U
where  s  i s  a s m a l l  v a l u e  w h ic h  a c c o r d i n g  t o  D iw e k a r  (1 9 8 8 )  
s h o u l d  be c a r e f u l l y  c hos e n  t o  e n s u r e  th©  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  
i t e r a t i o n .  The w h o le  i t e r a t i v e  scheme i s  ended  i f  t h e  
c o r r e c t e d  t r a j e c t o r y  o f  t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  i s  r o u g h l y  
c o n s t a n t .
The t r a j e c t o r y  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
c o n v e r g e n t  t r a j e c t o r y  o f  t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  s h o u l d  be 
c o n s t a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  Howeve r ,  t o  s a t i s f y  t h e  
c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  ( 3 3 ) ,  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  
has t o  be c h e c k e d  a t  e v e r y  t i m e  s t e p  a g a i n s t  i t s  two  e x t re m e  
v a l u e s  i n  o r d e r  t o  c h o o s e  t h e  c o r r e c t  o p t i m a l  t r a j e c t o r y  o f  
t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o .
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6.2.7 Improvement to the gradient method in function space
The i n c o n v e n i e n c e  o f  t h e  g r a d i e n t  method  i n  f u n c t i o n  s pac e  as 
e x p r e s s e d  by e q u a t i o n  ( 3 4 )  i s  t h e  need f o r  c a r e f u l  c h o i c e  o f  
t h e  c o n s t a n t  T h i s  i s  a somewhat  h a p h a z a r d  p r o c e s s  f o r  t h e
i n e x p e r i e n c e d .
To ove rcom e  t h e  abo ve  p r o b l e m ,  a N e w ton -R aphson  l i k e  method  
can be us ed .  The i d e a  comes f r o m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o p t i m a l  
t r a j e c t o r y  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  (3 1 )  w h ic h  a t  e v e r y  
t i m e  s t e p  can be r e g a r d e d  as  a n o n - l i n e a r  e q u a t i o n  i n  u.  By 
u s i n g  t h i s  t e c h n i q u e  t h e  c o n s t a n t  b  can be a u t o m a t i c a l l y  
c a l c u l a t e d  by t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n .
a u
( 3 5 )
where
j t u f  azx* a x Aa H _  _ c  . . L ,  . . 4 »  2 D{ & X( i—u ) --- 5---
a u 2NC
Z q l  V f  aZKv a K% ) —  i (  1 - u )  — —~  -  2 to ■ \ ( 3 6 )X 1  6 u 2 d  u J
i  = 4
6 . 2 . 8  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model
From t h e  above a n a l y s i s ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n ,  e q u a t i o n s  ( 2 7 )  and  ( 2 8 ) ,
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r e q u i r e s  a m a t r i x  o f  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e s  o f  X^ w i t h  r e s p e c t  
t o  X* .  The s o l u t i o n  by  u s i n g  t h e  g r a d i e n t  method  i n  f u n c t i o n  
s p a c e ,  e q u a t i o n  ( 3 4 ) ,  r e q u i r e s  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e s  o f  X^ 
w i t h  r e s p e c t  t o  u .  W h i l e  t h e  p r o p o s e d  im p ro v e m e n t  o f  g r a d i e n t  
method  i n  f u n c t i o n  s p a c e ,  e q u a t i o n  ( 3 5 ) ,  r e q u i r e s  th©  s ec on d  
d e r i v a t i v e s  o f  X^ w i t h  r e s p e c t  t o  u.
I f  t h e  c u r r e n t  i m p l i c i t  s h o r t - c u t  m o d e ls ,  s uch  as t h a t  o f  
D iw e k a r  and Kadhavan ( 1 8 8 6 )  and Domenech and  E n j a l b e r t  ( 1 9 7 8 ) ,  
a r e  u s e d ,  t h e  e x a c t  v a l u e s  o f  above m e n t i o n e d  d e r i v a t i v e s  w i l l  
be v e r y  d i f f i c u l t  t o  c a l c u l a t e .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  i n h e r e n t  
d i f f i c u l t y  o f  t h e  i m p l i c i t  s h o r t - c u t  m o d e ls  w h ic h  r e q u i r e  many 
i t e r a t i v e  c a l c u l a t i o n s  i n  t h e i r  f o r m u l a .
The s u p e r i o r i t y  o f  t h e  new s h o r t - c u t  o v e r  t h e  c u r r e n t  i m p l i c i t  
s h o r t - c u t  m ode ls  i s  i n  i t s  e x p l i c i t n e s s .  A l l  o f  t h e  r e q u i r e d  
d e r i v a t i v e s  m e n t i o n e d  above  can be c a l c u l a t e d  a n a l y t i c a l l y  by 
u s i n g  t h e  e x p l i c i t  f o r m u l a  d e v e lo p e d  i n  A p p e n d ix  1.
6 . 2 . 9  A l g o r i t h m  o f  t h e  g r a d i e n t  method i n  f u n c t i o n  space
The f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  can be used  as a g u i d e  f o r  
i m p l e m e n t i n g  t h e  abo ve  t e c h n i q u e s  o f  s o l v i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  
p r o b le m  f o r  o p t i m a l  r e f l u x  t r a j e c t o r y .  The a l g o r i t h m  r e q u i r e s  
a one d i m e n s i o n a l  d i r e c t  s e a r c h  r o u t i n e  f o r  s o l v i n g  t h e  
n o n - l i n e a r  e q u a t i o n  i n  t h e  L a g ra n g e  m u l t i p l i e r ,  X, f o r  e xam p le  
t h e  g o l d e n - s e c t i o n  s e a r c h  r o u t i n e .
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I n i t i a l i s e  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o  u and 
s t o r e  i t .  The most  c o n v e n i e n t  e s t i m a t e  i s  a t r a j e c t o r y  o f  
c o n s t a n t  v a l u e .
S t e p  2
Guess t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  f o r  s e a r c h i n g  t h e  L a g ra n g e  
m u l t i p l i e r ,  X. T h e r e  i s  no c l u e  a v a i l a b l e  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  v a l u e s .  Once a r e a l i s t i c  r a n g e  has been 
e s t a b l i s h e d  t h e  g o I d e n - s e c t i o n  s e a r c h  r o u t i n e  i s  an 
a p p r o p r i a t e  t e c h n i q u e  f o r  f i n d i n g  t h e  v a l u e  o f  X.
S t e p  3
I f  t h e  g r a d i e n t  m e th od  i n  f u n c t i o n  s p a c e  i s  u s e d ,  guess  t h e  
s m a l l  v a l u e  o f  e.  Use a p o s i t i v e  s m a l l  v a l u e .
S t e p  4
I n i t i a l i s e  a l l  t h e  s t a t e  f u n c t i o n s  Xp and  X° t o  z e r o ,  and X1 
t o  t h e  s p e c i f i e d  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  s t i l l  c h a r g e .
S t e p  5
I n t e g r a t e  f o r w a r d l y  s t e p  by s t e p  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f
\
t h e  s t a t e  f u n c t i o n s ,  e q u a t i o n s  ( 4 ) ,  ( 9 )  and  ( 1 2 ) ,  f r o m  t i m e  
z e r o  t o  T,  by  u s i n g  t h e  s t o r e d  v a l u e s  o f  t h e  t r a j e c t o r y  u .  
S t o r e  each t r a j e c t o r y  o f  t h e  s t a t e  f u n c t i o n s  a t  e v e r y  t i m e  
s t e p .
Step 1
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I n t e g r a t e  b a c k w a r d l y  s t e p  by  s t e p  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
o f  t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n ,  e q u a t i o n s  ( 2 7 )  and ( 2 8 ) ,  f r o m  t i m e  T 
t o  z e r o ,  by  e m p l o y i n g  t h e  s t o r e d  v a l u e s  o f  t h e  t r a j e c t o r y  u 
and Xv. The i n t e g r a n d  o f  e q u a t i o n s  ( 2 7 )  and ( 2 8 )  can be 
c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  f o r m u l a  o f  XsD
w i t h  r e s p e c t  t o  w h ic h  f o r  t h e  new s h o r t - c u t  model a r e
a v a i l a b l e  i n  A p p e n d ix  1.
A t  t h e  end o f  each i n t e g r a t i o n  s t e p ,  c a l c u l a t e  t h e  H a m i l t o n i a n  
and i t s  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  u ,  by u s i n g  
e q u a t i o n s  (1 4 )  and ( 3 2 )  and s t o r e  them .  T h i s  can be done by
e m p l o y i n g  t h e  f o r m u l a  o f  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  X^ w i t h
r e s p e c t  t o  u i n  A p p e n d ix  1.
U p da te  t h e  t r a j e c t o r y  o f  u ,  by  u s i n g  t h e  g r a d i e n t  method  i n  
f u n c t i o n  s p a c e ,  e q u a t i o n  ( 3 4 ) ,  o r  by  u s i n g  t h e  im p ro v e d  
g r a d i e n t  me thod  i n  f u n c t i o n  s p a c e ,  e q u a t i o n  ( 3 5 ) .
S t e p  7
Check w h e th e r  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  o f
H a m i l t o n i a n  w i t h  r e s p e c t  t o  u i s  a l r e a d y  c o n v e r g e d  t o  z e r o
w i t h i n  t h e  d e s i r e d  a c c u r a c y .
I f  n o t  c o n v e r g e d ,  t h e  i t e r a t i o n  goes  t o  e i t h e r  s t e p  3 f o r  
n e c e s s a r y  change  o f  e  o r  t o  d i r e c t l y  t o  s t e p  4 i f  th©  o l d  & i s  
c o n s i d e r e d  s u i t a b l e .
Step 6
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I f  c o n v e r g e d ,  go t o  s t e p  8 o r ,  f o r  o p t i o n a l  c h e c k i n g ,  
c a l c u l a t e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  a t  a p a r t i c u l a r  t i m e  
s t e p  as  a f u n c t i o n  o f  u w i t h i n  t h e  i n t e r v a l  0 £ u 5 1.
S t e p  8
Check w h e th e r  t h e  s t a t e  f u n c t i o n  Xc i s  a l r e a d y  c o n v e r g e d  t o  
z e r o  w i t h i n  t h e  d e s i r e d  a c c u r a c y .
I f  n o t  c o n v e r g e d ,  t h e  c a l c u l a t i o n  e i t h e r  r e t u r n s  t o  s t e p  2 ,  
f o l l o w i n g  t h e  g o l d e n - s e c t i o n  s e a r c h  r o u t i n e  f o r  a new X, o r  t o  
s t e p  1 t o  change  t h e  r a n g e  o f  s e a r c h i n g  X.
I f  c o n v e r g e d ,  t h e  i t e r a t i o n s  a r e  t e r m i n a t e d  t h e  r e s u l t s  
r e p o r t e d .
8 . 3  Case s t u d y
I n  t h i s  s t u d y ,  tw o  p a r t i c u l a r  s y s te m s  a r e  a n a l y s e d ,  n a m e ly  a 
b i n a r y  s y s te m  and a q u a t e r n a r y  s y s te m .
8 . 3 . 1  B i n a r y  s y s te m
H u r t y  (1 9 8 0 )  e£ a l .  s t u d i e d  t h e  maximum d i s t i l l a t e  p r o b le m  o f  
a b i n a r y  s y s te m  whose com ponen ts  have  t h e  r e l a t i v e  
v o l a t i l i t i e s  2 .  and  1. i n  a f o u r - s t a g e  b a t c h  s t i l l .  The v a p o r  
f l o w ,  V, was s e t  t o  110 m o le s  p e r  h o u r  and t h e  o p e r a t i n g  t i m e ,  
T ,  t o  one h o u r .  The y  used  t h e  d i s t i l l a t e  r a t e ,  D, as t h e  
d e c i s i o n  t r a j e c t o r y  and  a s e m i - r i g o r o u s  model w i t h o u t  h o l d u p s ,
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e q u a t i o n s  ( 6 )  and ( 7 )  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  f o r  e s t i m a t i n g  
t h e  i n s t a n t a n e o u s  o v e r h e a d  c o m p o s i t i o n s .  T a b le  1 shows t h e  
seven  d i f f e r e n t  i n p u t  c o n d i t i o n s  o f  t h e i r  c a s e - s t u d y  w h ic h  
were  a n a l y s e d  w i t h  t h e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  amount  o f  c h a r g e ,  t h e  
c o m p o s i t i o n ,  and t h e  p r o d u c t  p u r i t y .
T a b le  1. I n p u t  c o n d i t i o n s  f o r  b i n a r y  s y s te m
Case No. X ° ( 0 ) X * ( 0 ) X*p
i 116. 1 0 . 7 5 0 0 . 9 5 0
2 7 4 . 3 0 . 4 2 0 0 . 9 0 0
3
CDtH 0 . 5 8 0 0 . 9 3 0
4 118. 1 0 . 4 8 7 0 . 9 3 0
5 7 4 . 3 0 . 7 1 5 0 . 9 5 0
6 118. 1 0 . 7 1 5 0 . 9 3 0
7 l i e .  i 0 . 7 1 5 0 . 9 0 0
D iw e k a r  (1 9 8 7 )  &t a l .  u s e d  t h e  same b i n a r y  s y s te m  w i t h  t h e  
same i n p u t  c o n d i t i o n s  and  com pared  t h e  r e s u l t s  o f  t h e i r  s t u d y  
t o  t h a t  o f  H u r t y  ( 1 9 8 0 )  &t a l . They  e m p lo y e d  t h e  D iw e k a r  and 
Madhavan ( 1 9 8 8 )  s h o r t - c u t  model  and used  t h e  r e f l u x  r a t i o  R as 
t h e  d e c i s i o n  t r a j e c t o r y .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n  i n  t h i s  s t u d y ,  t h e  same b i n a r y  
s y s te m  w i t h  t h e  same i n p u t  c o n d i t i o n s  as i n  T a b le  1 a r e  a l s o  
a n a l y s e d  h e r e  by  u s i n g  t h e  new s h o r t - c u t  model u s i n g  t h e  
m o d i f i e d  r e f l u x  r a t i o ,  u ,  as  t h e  d e c i s i o n  t r a j e c t o r y .  The 
c o e f f i c i e n t s  o f  9 f o r  t h i s  b i n a r y  s y s te m  ar© as i n  T a b le  1. i n  
t h e  c h a p t e r  5 .  C o m p a r a t i v e  r e s u l t s  f r o m  t h i s  s t u d y  w i t h  t h o s e
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of llurty and Diwekar are shown in Table 2.
T a b l e  2 .  C o m p a r a t i v e  r e s u l t s  f o r  b i n a r y  s y s te m
Case No.
(R)
DIWEKAR
(1
HU1
\»
kty
(U)
GUHAY
X P X P X P
1 2 9 . 3 6 2 0 . 2 9 0 27 .  15 2 5 . 9 7 9 2 6 . 0 7 2 5 . 9 5 5
2 50 .  11 4 .7 3 1 4 2 . 6 9 6 . 0 8 2 4 1 . 9 0 6 . 0 9 2
3 3 1 . 2 5 1 2 .300 2 8 . 5 4 1 6 .3 9 7 2 8 .  14 1 6 .4 3 4
4 1 3 1 .3 8 3.  170 1 0 2 .9 3 4 . 3 7 9 1 1 1 .3 6 4.  177
5 29 .  24 1 3 .238 2 5 . 7 6 2 2 . 8 2 7 2 5 . 3 3 2 2 . 8 9 2
6 1 5 .3 0 3 0 . 2 4 0 1 3 .0 6 3 8 . 7 5 2 13 .47 3 7 . 5 2 9
7 8 . 7  4 3 7 .2 6 1 1 0 .4 0 4 6 . 2 0 4 8 . 0 0 5 0 . 9 7 0
From t h e  f i g u r e s  i n  T a b le  2 ,  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  r e s u l t s  
p r e d i c t e d  by  t h e  new s h o r t - c u t  mode l a r e  c o n s i s t e n t l y  c l o s e r  
t o  t h o s e  p r e d i c t e d  by H u r t y  ( 1 9 8 0 )  e t  a l . t h a n  a r e  t h e  r e s u l t s  
p r e d i c t e d  by  D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  e t  a l .
6 .3 . 2  Q u a t e r n a r y  s y s te m
D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  e t  a l .  t r i e d  t o  e x t e n d  t h e i r  s t u d y  t o  t h e  case  
o f  a q u a t e r n a r y  s y s t e m .  The i n p u t  c o n d i t i o n s  w h ic h  t h e y  used  
a r e  shown i n  T a b l e  3 .  Two c a s e s  were  a n a l y s e d ,  n a m e ly  f o r  N 
e q u a l  t o  8 and 10. B o th  c a s e s  use t h e  same v a p o r  f l o w ,  V, 
e q u a l  t o  110 mole  p e r  h o u r  and t h e  same amount o f  i n i t i a l  
c h a r g e  e q u a l  t o  200  m o le s .  The common o p e r a t i n g  t i m e  f o r  b o th
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cases is set to one hour.
Table 3. Input condistions for quaternary system
Component  
( i )
c o m p o s i t i o n
Xv ( 0 )
R e l a t i v e  v o l a t i l i t y
ot.L
1 0 . 2 5 4.
2 0 . 2 5 3.
3 0 . 2 5 2.
4
LOCM6 1.
In  t h i s  c o m p a r a t i v e  s t u d y ,  t h e  sane  q u a t e r n a r y  sy s te m  K i t h  t h e  
same i n p u t  c o n d i t i o n s  i s  a n a l y s e d  a g a i n  u s i n g  t h e  new 
s h o r t - c u t  m o d e l .  F o r  t h e  tw o  c a s e s  w i t h  N e q u a l  t o  8 and 10, 
t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  m ode l Q a r e  g i v e n  i n  T a b le  1 o f  t h e  
c h a p t e r  5 .  The c o m p a r a t i v e  r e s u l t s  o f  t h i s  s t u d y  and t h a t  o f  
D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  a r e  shown i n  T a b l e  4 .
T a b le  4 .  C o m p a r a t i v e  r e s u l t s  f o r  q u a t e r n a r y  sy s te m
CASE DIWEKAR GUMAY
No. N X P X P
1 8 2 6 5 . 1 2 2 5 . 5 4 2 0 1 6 7 .9 3 1 .0179
2 10 1 5 .3 2 2 0 . 4 3 6 7 17 .01 6 .9 3 5 1
From t h e  f i g u r e s  i n  T a b l e  4 ,  i t  a p p e a r s  th a t -  t h e  r e s u l t s  o f
t h e  new s h o r t - c u t  model a r e  e n t i r e l y  d i f f e r e n t  f ro m  t h o s e  o f
D iw e k a r  ( 1 9 8 7 ) .  T h e r e  seems t o  be an a n o m a ly  i n  t h e  case  o f
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D i w e k a r * s  r e s u l t s  where  t h e  maximum d i s t i l l a t e  f o r  N e q u a l  t o  
8 i s  g r e a t e r  t h a n  f o r  N e q u a l  t o  10. A c c o r d i n g  t o  t h e  f i g u r e s  
i n  T a b le  2 i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  t h e  t e s t s  by Luyben ( 1 9 7 1 )  
mode l u s i n g  t h e  same i n p u t  c o n d i t i o n s  and v e r y  s m a l l  t r a y  
h o l d u p s  i n d i c a t e  t h a t  d i s t i l l a t e  c o l l e c t e d  by u s i n g  a c o n s t a n t  
r e f l u x  o p e r a t i o n  a r e  0 . 4 1 1  and 7 . 4 2 8  r e s p e c t i v e l y  f o r  N e q u a l  
t o  8 and 10. S i n c e  t h e  r e s u l t s  o f  a c o n s t a n t  r e f l u x  o p e r a t i o n  
and an o p t i m a l  r e f l u x  o p e r a t i o n  a r e  c l o s e  t o  each o t h e r ,  i t  i s  
b e l i e v e d  t h a t  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  by t h e  new s h o r t - c u t  model 
a r e  b e t t e r  t h a n  t h o s e  o f  D i w e k a r .
6 . 4  C o n c l u s i o n s
The t h e o r y  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  me thod  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b le m  
o f  o p t i m a l  r e f l u x  p r o f i l e  f o r  m u l t i - c o m p o n e n t  b a t c h  
d i s t i l l a t i o n  by  u s i n g  s h o r t - c u t  m ode ls  has been d i s c u s s e d .
The e x p l i c i t n e s s  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model makes i t  p o s s i b l e  
t o  im p le m e n t  t h e  N e w ton -R aphson  l i k e  method f o r  i m p r o v i n g  t h e  
p e r f o r m a n c e  t h e  g r a d i e n t  m ethod  i n  f u n c t i o n  s p a c e ,  c o n f e r r i n g  
c o n s i d e r a b l e  a d v a n ta g e s  i n  spee d  o f  c o m p u t a t i o n .
The r e s u l t s  o f  c o m p a r a t i v e  c ase  s t u d i e s  show t h a t  t h e  
p r e d i c t i v e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  new s h o r t - c u t  model i s  b e t t e r  
t h a n  t h a t  o f  D iw e k a r  ( 1 9 8 7 )  e t  a l . as w e l l  as t h e  
c o m p u t a t i o n a l  p e r f o r m a n c e  r e f e r r e d  t o  a b o v e .
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7® SUGGESTION for FUTURE WORK
The above  a n a l y t i c a l  d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e  may be used t o  s o l v e  
o t h e r  m ode ls  o f  u n s t e a d y - s & t e  p r o c e s s e s  w h ic h  i n v o l v e  s y s te m s  
o f  d i f f e r e n t i o - a l g e b r a i c  e q u a t i o n s .  Such p r o c e s s e s  a r e ,  f o r  
e x a m p le ,  p a c k e d - t o w e r  d i s t i l l a t i o n ,  o t h e r  o p e r a t i o n  o f  a 
b o i l e r  o r  e v a p o r a t o r  w i t h  h o l d u p .
P r o b le m s  i n  s i m u l a t i o n  and o p t i m i s a t i o n  o f  b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
w i t h  s l o p  r e c y c l e  may be e x t e n d e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  s i t u a t i o n s :
1) E x t e n s i o n  o f  t h e  number o f  com p o n e n ts  o r  p r o d u c t s .  T h i s  
w i l l  i n c r e a s e  t h e  number o f  o p e r a t i o n a l  s t e p s  i n  each mode o f  
o p e r a t i o n .
2 )  T r e a t m e n t  o f  p o s s i b l e  i m p u r i t i e s  i n  t h e  s y s t e m .  T h i s  may 
n e c e s s i t a t e  an i n c r e a s e  i n  t h e  number o f  o p e r a t i o n a l  s t e p s
com pa red  w i t h  a s e p a r a t i o n  w h ic h  does  n o t  c o n s i d e r  t h e  
t r e a t m e n t  o f  i m p u r i t i e s .  The need f o r  e x t r a  o p e r a t i o n a l  
s t e p s  depends  on t h e  c o n c e n t r a t i o n ,  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  
and  t h e  number  o f  c o m p o n e n ts .
3 )  S e l e c t i v e  p r o d u c t s .  T h i s  s i t u a t i o n  i s  a n a lo g o u s  t o  t h e
t r e a t m e n t  o f  p o s s i b l e  i m p u r i t i e s ,  where  t h e  number o f  s a l e a b l e
o r  v a l u a b l e  p r o d u c t s  i s  l o w e r  t h a n  t h e  number o f  m a jo r
c o m p o n e n ts  i n  t h e  s y s te m .
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4 )  I n t e g r a t e d  s y s t e m .  I n  t h i s  s i t u a t i o n  a b a t c h  d i s t i l l a t i o n  
i s  p a r t  o f  an i n t e g r a t e d  s y s t e m .  A s i m p l e  i n t e g r a t e d  s y s te m  
o f  b a t c h  p r o c e s s e s  w h ic h  c o u l d  be i n t e r e s t i n g  i s  t h e  one 
c o m p r i s i n g  a s l o w  b a t c h  r e a c t i o n  and a b a t c h  d i s t i l l a t i o n .
F o r  t h e  s h o r t - c u t  m o d e l ,  t h e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  o f  t h e  
a d j u s t a b l e  f a c t o r ,  0 ,  c o u l d  be c o m p le t e d  i n  an e x p l i c i t  f o r m ,  
i n c l u d i n g  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  p e r c e n t a g e  h o l d u p s .  The 
p o s s i b l e  d e r i v a t i o n  o f  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  f o r  t h e  s y s te m  
h a v i n g  m u l t i p l e  f e e d  s t r e a m s  may a l s o  be o f  i n t e r e s t  f o r  
s i m u l a t i n g  b a t c h  d i s t i l l a t i o n s  w i t h  s l o p  r e c y c l e .
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Appendix 1
D e r i v a t i o n  o f  P a r t i a l  D e r i v a t i v e s  r e q u i r e d  
N e w ton -R ap hson  l i k e  m e thod .
1. Gumay s h o r t - c u t  mode 1
S t e p  A: co = NC
ia.X
i  =a
S t e p  B: & = 0 ( N ,  u ,  co)
S t e p  C ( r e p e a t  i  = 1, NC ) ;
0a .  -  u
Zx - ---------- i:----
1 -  u + ( 0a. -  1) jv | 0a.
N
S t e p  D ( r e p e a t  i  = 1, NC)
Z v Xx
x_l = BB NC
zv x;©
t h e
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2.The derivatives of with respect to u
S t e p s  E t o  L a r e  r e p e a t e d  i n  sequence  f o r  1 = 1 ,  NC
S t e p  Ei P = N
0a^ - 1‘ 
0a.
N-1
U
Got.
S t e p  F: = a. - i  -  N
Gen —v
0a.
N
U
0a
S t e p  G: a eA = -  1 + P + Q -5& u
S t e p  Hi a In zl a u
r a &
a .  -------v a u - x - a z
0a. -  ui
S t e p  It
S t e p  J :
a p 
a u = p
a q 
a u = Q
N - 1 -4-
a.t N 1 d 0
1 u 0a. - 1I * 0 I 6 u
I N J* N + 1 - <N - 1) 0a. *]i ! N d
u lsw1s 1 )0a l : 0 d
S t e p  K: a a o f  A a q d 0  d20  - ----  v -a- ■- —x—  + y ----d  u d  u d  u d  u du'
S t e p  L* d ^ l n  Z i 
du2
i a d i n  Z r,i d A  a.1 — A Z — a. — 3-------  — Z ~5r— + vt du du
d20
du 2
0a.  -  uV
S t e p s  II and N a r e  r e p e a t e d  i n  sequence  i  = 1, NC.
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a  x* . uc
» v ‘  01 n Zl  v i  V ’ . J  01 n Z J 
S t e p  H: - g —  = X0 ----- g 5 ~  ~ Xd  L
j=A
a2 x % , ( a xv l2 . , „i
S t e p  N:  —  =  i —   *  X \  —— -
ad Kl [ # u  J duz
NC
xL V  & ^ & ln Z* * xj lnd /  a  U 0  U 0 ^ 2
j = A
3.  The d e r i v a t i v e s  o f  X6? w i t h  r e s p e c t  t o  X*0 x 0
S t e p  0 ( r e p e a t  ! = 1, NC): a e
a x
a e 2-  ca. ------  wL 0 tO
13
S t e p  P i s  r e p e a t e d  j  = 1, NC:
S t e p  P: r e p e a t  s t e p s  Q, R and S i n  sequ ence  1 = 1, NC.
S t e p  Q: = ct. 1 -
0 a . 
}
Oct. J
N
U
0a.
S t e p  R 01 n Zj  0 0
a .  ~ B Zj
0 a . 
J
u
S t e p  S: 0  l n  Z j  0  l n  Z j  0 0
0 X a & a x;S3
S t e p  T i s  r e p e a t e d  j  = 1, NC 
S t e p  T ( r e p e a t  i  = 1, NC):
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a xJD
a x 1
E)
X-
B
x» a xJB
9 X~ a
+ X 1a
0 In Z
MG
k = i
a X
a x
* xi  a I n
A p p e n d ix  2a
A b e n z e n e ( 1 ) - t o l u e n e ( 2 ) - x y l e n e ( 3 )  m i x t u r e  o f  c o m p o s i t i o n ,
X = 0 . 4 0  X = 0 . 3 5  X = 0 . 2 5 ,1 2 3
was used  as t h e  e x a m p le s  i n  c a s e s  o f  t h e  r i g o r o u s  m e thod .  I t  
was t a k e n  t o  be a t  i t s  b o i l i n g  p o i n t .  E n t h a l p y ,  h e a t  c a p a c i t y  
and d e n s i t y  d a t a  were  t a k e n  f r o m  C. L.  Yaws, " P h y s i c a l  
P r o p e r t i e s " ,  M c G r a w - H i l l  P u b l i s h i n g  C o . , 1977. A n t o i n e ’ s
c o e f f i c i e n t s  were t a k e n  f r o m  F. J .  Z u i d e r w e g ,  "Recommended 
T e s t  M i x t u r e s  f o r  D i s t i l l a t i o n  C o lu m n s " ,  C. B a ld w in  L t d . , 1966.
A p p e n d ix  2b
Number o f  t r a y s  = 10.
Hea t  l o s s  p e r  t r a y  = 66 k J  / h r  °K .
t o
Heat  c a p a c i t y  o f  e q u ip ^ m n t  p e r  t r a y  = 0 . 4 2  kJ  /  K. 
M u rp h re e  t r a y  e f f i c i e n c y  i n  each t r a y  = 0 . 9 .
B o i l - u p  r a t e  = 600 kmol  /  h r .
R e f l u x  R a t i o  = 3 . 5 .
P r o d u c t  p u r i t y  = 0 . 9 5 .
Raw m a t e r i a l  c o s t  = £  5 . 0 0  / k m o l .
F i r s t  p r o d u c t  p r i c e  = £  1 0 .0 0  / l c m o l .
Second p r o d u c t  p r i c e  = £  1 5 .0 0  / k m o l .
T h i r d  p r o d u c t  p r i c e  = £  1 2 .5 0  / k m o l .
C o o l i n g  c o s t  = £  0 . 2 4  /  GJ.
H e a t i n g  c o s t  = £  1 .0 2  /  GJ.
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NOMENCLATURE
a  to d, - coefficients of difference equations.
a  t o  
o
a  -  
s
c o e f f i c i e n t s  o f  m o d e l  O,
A
©
- c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  c o l u m n .
b - D o a e n e c h - E n j a l b e r t * s  a d j u s t a b l e  p a r a m e t e r .
B - r e b o i l e r  s o l a r  l i q u i d  h o l d u p .
B o
- i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  r e b o i l e r  m o l a r  l i q u i d h o l d u p
C - t o t a l  a m o u n t  o f  p r o d u c t s  p e r  c y c l e  t i m e .
C l - t o t a l  s a l e  o f  t h e  p r o d u c t s  i n  a  s i n g l e  c y c l e .
C 2 - t o t a l  c o s t  o f  t h e  f r e s h  c h a r g e  i n  a  s i n g l e c y c l e .
C 3 - t o t a l  c o s t  o f  h e a t i n g  p r o c e s s  i n  a  s i n g l e  c y c l e .
C 4 ~ t o t a l  c o s t  o f  c o o l i n g  p r o c e s s  i n  a  s i n g l e  c y c l e .
C i
C f
C P n
-
D i w e k a r - M a d h a v & n * s  a d j u s t a b l e  f a c t o r .
t h e  m o l a r  a m o u n t  o f  f r e s h  c h a r g e .
h e a t  c a p a c i t y  o f  t h e  e q u i p m e n t  i n  s t a g e  n .
c  .
p t
-
i k
p r i c e  p e r  s o l e  o f  t h e  i  p r o d u c t .
- p r i c e  p e r  s o l e  o f  t h e  f r e s h  c h a r g e .
c
q H
~ u n i t  c o s t  o f  h e a t i n g  p r o c e s s .
c
q C
- u n i t  c o s t  o f  c o o l i n g  p r o c e s s .
J> - t o p  p r o d u c t  m o l a r  f l o w .
B l n
- l i q u i d  s i d e  p r o d u c t  s o l a r  f l o w  f r o m  s t a g e  n .
D
v n
- v a p o r  s i d e  p r o d u c t  m o l a r  f l o w  f r o m  s t a g e  n .
E - t o t a l  a b s o l u t e  f r a c t i o n a l  c o m p o s i t i o n  e r r o r •
E
n
~ t h e  e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n  i n  s t a g e  n .
F - i n i t i a l  s o l a r  c h a r g e  t o  t h e  r e b o i l e r .
F
n
- B i o l a r  f e e d  f l o w  i n t o  s t a g e  n .
G
n
- l i q u i d  v o l u m e  h o l d u p  i n  s t a g e  n .
h
n
- l i q u i d  m o l a r  e n t h a l p y  i n  s t a g ©  n .
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h *  -  m o l a r  e n t h a l p y  g r a d i e n t  i n  c o m p o s i t i o n  s p a c e  a t
s t a g e  n .
i i  -  l i q u i d  m o l a r  e n t h a l p y  a s s o c i a t e d  w i t h  F  .Fn n
H  -  t h e  H a m i l t o n i a n  f u n c t i o n .
-  v a p o r  m o l a r  e n t h a l p y  i n  s t a g e  n .  
i  -  c o m p o n e n t  i .
k l  -  C h a o  K w a n g  C h u ’ s  p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  f o r
c o m p o n e n t  i .
-  a v e r a g e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  c o m p o n e n t  1 .
K r  -  a v e r a g e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  t h e  r e f e r e n c e
c o m p o n e n t  r .
K * L  -  r e b o i l e r  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  t h e  r e f e r e n c e
c o m p o n e n t  r .
f U  -  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  c o m p o n e n t  i  i n  s t a g e  n .
i U  -  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  t h e  r e f e r e n c e  c o m p o n e n t  i n
s t a g e  n .
L  -  l i q u i d  m o l a r  f l o w .
-  l i q u i d  m o l a r  f l o w  t o  s t a g e  n .
-  t h e  w e i r  h e i g h t .
-  l i q u i d  m o l a r  h o l d u p  i n  s t a g e  n .
n  -  s t a g e  n u m b e r ,  f r o m  z e r o  t o  N  +  1 .
N  -  n u m b e r  o f  p l a t e s  o r  s t a g e s .
N  .  -  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  p l a t e s .mm A
N C  -  n u m b e r  o f  c o m p o n e n t s .
-  t h e  n u m b e r  o f  d i s t r i b u t e d  s l o p s .
P  -  p r o f i t  p e r  c y c l e  t i m e .
P  -  t h e  m o l a r  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  p r o d u c t .
P  -  t h e  m o l a r  a m o u n t  o f  t h e  s e c o n d  p r o d u c t .
P  -  t h e  m o l a r  a m o u n t  o f  t h e  t h i r d  p r o d u c t .
P - the amount of the fourth product.
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P - absolute pressure in stage n.n
<3 - c o n d e n s e r  h e a t  f l o w ,c
- h e a t  l o s s  f l o w  from  s ta g e  n .
Q  -  r e b o i l e r  h e a t  f l o w .
St
q  -  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  c h a r g i n g  p e r i o d .
-  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  c h a r g i n g  p e r i o d .CA
q 0 o  -  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d ,
q  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  s t a r t - u p  p e r i o d .CO
q f J 4  -  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  t h e  f i r s t  t o p p i n g  p e r i o d .
-  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  f i r s t  t o p p i n g  p e r i o d .Ca ^
qmz -  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  t h e  f i r s t  s l o p p i n g  p e r i o d ,
q  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  f i r s t  s l o p p i n g  p e r i o d .C2
-  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  t h e  s e c o n d  t o p p i n g .  
q _ _  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  s e c o n d  t o p p i n g .
-  h e a t  c o n s u m p t i o n  d u r i n g  t h ©  s e c o n d  s l o p p i n g .  
q _ _  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  s e c o n d  s l o p p i n g .
q B 5  -  h e a t  c o n s u m e d  d u r i n g  t h e  s e c o n d  s t a r t - u p  p e r i o d .
q c s  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  s e c o n d  s t a r t - u p  p e r i o d .
~  ^ e a t  c o n s u m e d  d u r i n g  t h e  t h i r d  s l o p p i n g  p e r i o d .  
q _ .  -  h e a t  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  t h i r d  s l o p p i n g  p e r i o d .
.  “  t o t a l  h e a t  c o n s u m p t i o n .
l i t  O f.
q „ A _ -  t o t a l  h e a t  r e j e c t e d .
C t o l  J
q v  -  a d j o i n t  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  X v .
B
q  -  a d j o i n t  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  B .
q A  -  a d j o i n t  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  X 1 .
sp
r  -  r e f e r e n c e  c o m p o n e n t .
R  -  t h e  r e f l u x  r a t i o .
R  . -  t h e  m i n i m u m  r e f l u x  r a t i o .min
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&  -  u p p e r  b o u n d  o f  t h e  r e f l u x  r a t i o  s e a r c h .max
-  t h e  a m o u n t  o f  t h e  f i r s t  s l o p .
S y  . -  t h e  m i n i m u s  o f  S  f o r  t h e  l o n g  c y c l e  o p e r a t i o n .imvn i
S 2  -  t h e  a m o u n t  o f  t h e  s e c o n d  s l o p .
S g  -  t h e  a m o u n t  o f  t h e  t h i r d  s l o p .
S  -  t h e  a m o u n t  o f  t h e  c o m b i n e d  s l o p .m r
S F  -  B r o w n  a n d  S o u d e r s ’  a b s o r p t i o n  f a c t o r  f o r
c o m p o n e n t  i .
t  -  o p e r a t i n g  t i m e .
t  -  p r e p a r a t i o n  t i m e  (  b i n a r y  s y s t e m  ) .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  s t a r t - u p  p r o c e s s  (  b i n a r y  s y s t e m ) ,
t  -  t h e  f i n a l  t i m e  (  b i n a r y  s y s t e m  ) .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  t o p p i n g  p r o c e s s  (  b i n a r y  ) .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  s t a r t - u p  p r o c e s s .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  f i r s t  t o p p i n g  p r o c e s s .
t  -  t h ©  e n d  t i m e  o f  t h e  f i r s t  s l o p p i n g  p r o c e s s .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  s e c o n d  t o p p i n g  p r o c e s s .
t  “  t h e  e n d  t i m e  o f  t h ©  s e c o n d  s l o p p i n g  p r o c e s s .
t  -  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  s e c o n d  s t a r t - u p  p r o c e s s .
t  ™  t h e  e n d  t i m e  o f  t h e  t h i r d  s l o p p i n g  p r o c e s s .
t  -  t h e  i n i t i a l  t i m e  o f  f e e d i n g  a  s l o p .
f f  -  t h e  e n d  t i m e  o f  f e e d i n g  a  s l o p .
t  -  t h ©  t  f o r  t h e  d i s t r i b u t e d  s l o p  a t  p l a t e  j .
i
t  -  t h e  t f  f o r  t h e  d i s t r i b u t e d  s l o p  a t  p l a t e  j .
j
t  -  t o t a l  c y c l e  t i m e .
cycl® *
T  -  t h e  f i n a l  t i m e  i n  m a x i m u m  d i s t i l l a t e  p r o b l e m .
T  -  e q u i l i b r i u m  t e m p e r a t u r e  a t  s t a g ©  n .
T 1, - temperature gradient in composition space.
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( U A )  -  h e a t  t r a n s f e r  f a c t o r  i n  s t a g e  n .
V  -  m o l a r  v a p o r  f l o w .
-  m o l a r  v a p o r  f l o w  f r o m  s t a g e  n .
W  -  t h e  w e i r  c o n s t a n t .c
-  t h e  i n v e r s e  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  f o r  c o m p o n e n t  i .
X  -  p a r a m e t e r  i n  G i l l i l a n d ’ s  c o r r e l a t i o n .
X L  -  s t a t e  f u n c t i o n .
X p  -  r e b o i l e r  l i q u i d  m o l e  f r a c t i o n  f o r  c o m p o n e n t  i .
X \  -  X 3,  a t  t i m e  t .Kl ft
X ^  ~  i n s t a n t a n e o u s  o v e r h e a d  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t
i  .
 j  *
XD -  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  1  i n  t h e  t o p  p r o d u c t .
i
X  -  s p e c i f i e d  v a l u e  o f  X  .D D
X ^  -  l i q u i d  m o l e  f r a c t i o n  f o r  c o m p o n e n t  i  i n  s t a g e  n .
X v  -  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  X v .nO n
-  v e c t o r  l i q u i d  m o l e  f r a c t i o n  i n  s t a g e  n .
X 4  -  a v e r a g e  a o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  1  f o r  t h e  f i r s t
u - modified reflux ratio.
p i
X p ^  -  a v e r a g e  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  4  i n  t h e  f o u r t h
p r o d u c t .
X *  -  s p e c i f i e d  v a l u e  o f  X 4  .
p i  pa
2
X p 2  -  a v e r a g e  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  2  f o r  t h e  s e c o n d
p r o d u c t .
X  -  s p e c i f i e d  v a l u e  o f  X  .PZ r P3S
8
X p a  -  a v e r a g e  a o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  3  i n  t h e  t h i r d
p r o d u c t .
X *  -  s p e c i f i e d  v a l u e  o f  X a  .P3 i  P9
p r o d u c t ,  
a v e r a  
s  l o p .  
a v e r a  
s  l o p .
X v  -  r a g e  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  i  i n  t h e  f i r s t•5? 4.
X v  -  r a g e  a o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  i  i n  t h e  s e c o n dS2
201
a v e r a g e  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  i  i n  t h ©  t h i r d  
s  l o p .
a v e r a g e  m o l e  f r a c t i o n  o f  c o m p o n e n t  i  i n  t h e
c o m b i n e d  s l o p .
p a r a m e t e r  i n  G i l l i l a n d ’ s  c o r r e l a t i o n ,  
v a p o r  m o l e  f r a c t i o n  f o r  c o m p o n e n t  i  i n  s t a g e  n .  
v e c t o r  v a p o r  m o l e  f r a c t i o n  i n  s t a g e  n .  
e q u i l i b r i u m ,  v a p o r  m o l e  f r a c .  c o r r e s p o n d i n g  t o  Yx .
n
t h e  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  f o r  c o m p o n e n t  i .
t h e  g e n e r a l i s e d  n o r m a l i s a t i o n  f a c t o r  f o r  
c o m p o n e n t  i .
r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  c o m p o n e n t  i .  
r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  v e c t o r .
t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  h e a v y  k e y  c o m p o n e n t .
t h e  r a t i o  o f  a , ,  o v e r  a  ,  .Ik hk
t h ©  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  l i g h t  k e y  c o m p o n e n t ,  
v a r i a t i o n a l  o p e r a t o r .
t h ©  a p p r o x i m a t e  t i m e - d e r i v a t i v e  o f  h .
n.
t h e  a p p r o x i m a t e  t i m e - d e r i v a t i v e  o f  H  .
n
t h e  a p p r o x i m a t e  t i m e - d e r i v a t i v e  o f  T  .jn
a  s m a l l  t i m e  i n t e g r a t i o n  s t e p ,  
s m a l l  r e a l  n u m b e r .
H u r p h r e ©  t r a y  e f f i c i e n c y  o f  t r a y  n  f o r  c o m p o n e n t  i .
G u m a y ’ s  a d j u s t a b l e  f a c t o r .
p r e p a r a t i o n  t i m e .
s t a r t - u p  t i m e .
f i r s t  t o p p i n g  t i m e .
f i r s t  s l o p p i n g  t i m e .
s e c o n d  t o p p i n g  t i m e .
Fe
X
CO
-  s e c o n d  s l o p p i n g  t i m e .
-  p r e p a r a t i o n  t i m e  a  l o n g  c y c l ©  o p e r a t i o n .
-  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r .
-  l i q u i d  m o l a r  d e n s i t y .
-  l i q u i d  m o l a l  d e n s i t y  a t  s t a g e  n .
-  v a p o r  m o l a l  d e n s i t y .
-  t h ©  h y d r a u l i c  t i m e  c o n s t a n t .
-  l i q u i d  a o l a l  v o l u m e  a t  s t a g e  n .
-  l i q u i d  s a o l a l  v o l u m e  g r a d i e n t  i n  c o m p o s i t i o n  s p a c e .
-  G u m a y ’ s  d i m e n s i o n l e s s  g r o u p .
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